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VORWORT 


Die vorliegende Sammlung enthält Aufgaben zur nichtrelativistischen 
Quantenmechanik, die von Studenten des vierten Kurses der physikalischen 
Fakultät an der Staatlichen Universität Moskau in Seminaren oder als 
Übungsaufgaben gerechnet wurden. Die Schwierigkeitsgrade der Probleme 
sind unterschiedlich. Aufgaben, die verhältnismäßig umfangreiche Rechnungen 
erfordern, sind vorwiegend für Studenten bestimmt, die sich auf die theore- 
tische Physik spezialisiert und als Literatur hauptsächlich die „Quanten- 
mechanik“ von LANDAU und LirscHiz (bzw. das Werk „Grundlagen der 
Quantenmechanik“ von D. I. BLOCHINZEW) benutzt haben. 

Die didaktischen Erfahrungen zeigen, daß die Formulierung der Quanten- 
mechanik in Matrizenform beim Studium die größten Schwierigkeiten be- 
reitet. Deshalb wurden die Aufgaben über die Störungsmatrix und ihre 
Diagonalisierung besonders sorgfältig ausgearbeitet. Einen verhältnismäßig 
großen Raum nehmen die Aufgaben über Drehimpuls und Spin ein, da ohne 
das Verständnis dieser fundamentalen Begriffe nicht von einem ernsthaften 
Studium der Quantenmechanik gesprochen werden kann. | 

Die Autoren danken dem Aspiranten W. W. TOLMATSCHEW und den Stu- 
denten A. R. FRENKIN und W.D.Kukın für ihre Unterstützung bei der 
Zusammenstellung der Aufgaben sowie dem Redakteur E. E. SHABOTINSKI 
für kritische Hinweise. . 
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AUFGABEN 


1. EINDIMENSIONALE BEWEGUNG. ENERGIESPEKTRUM 
UND WELLENFUNKTIONEN 


1.1. Man bestimme die Energieniveaus und normierten Wellenfunktionen 
eines Teilchens, das sich in einem Potentialkasten befindet. Die potentielle 
Energie des Teilchens sei durch 


0 für Osxsa, 


V(x) = 
gegeben. 


oo ‚überall sonst 


1.2. Es ist zu zeigen, daß ein Teilchen im Potentialkasten (v... die vorige 
Aufgabe) den Beziehungen 


z..4 —— «a 6 
x=-a, (x- X” = —I1- 
2 a S 


2 
N TC 


genügt und daß die letzte Formel für große n mit der entsprechenden klas- 
sischen Relation übereinstimmt. 


1.3. Wie sieht die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulswerte für ein 
Teilchen im Potentialkasten aus, das sich im n-ten Energiezustand befindet? 


V(x) 


Abb. 1 


1.4. Man bestimme die Energieniveaus und Wellenfunktionen eines Teil- 
chens für den in Abb. 1 dargestellten Potentialverlauf und untersuche ins- 
besondere den symmetrischen Fall V, = V.. 
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1.5. Gesucht wird die Energie des gebundenen Zustandes eines Teilchens 
im Potentialtopf 
—V, für Osxsa, 
V(x) = 


0 überall sonst 
für Vo> © und a—>0 unter der Nebenbedingung Voa=g. 
1.6. Der HAMILTON-Operator eines Oszillators lautet 
2 2.2 
nv, wo 
2u 


wobei p und x der Vertauschungsregel 


’ 


px - xp= -ih 


genügen. Damit %, u und w in den folgenden Rechnungen nicht auftreten, 
führen wir die neuen Variablen P und O ein, die durch die Beziehungen 


P= 


l 
/ 


UV uho 


2 o- x, (PO - QP = -i) 


definiert sind, so daß die Energie Ein Einheiten kw ausgedrückt wird (E = ehw). 
Die SCHRÖDINGER-Gleichung des Oszillators lautet in den neuen Variablen 


H'’y= PP? +0°)y=ey. 
1.6.1. Mit Hilfe der Vertauschungsregel 
PO-OP=-i 


beweise man die Beziehung 
l Er u 
A +o)(OFiP"y=(etn)(Q #iP)y. 


1.6.2. Man bestimme die normierten Wellenfunktionen und die Energie- 
niveaus des Oszillators. 
1.6.3. Man leite die Vertauschungsregel für den Operator a = I5 (O +iP) 
2 


und den dazu hermitesch konjugierten Operator a* = — (0 -iP) ab 
2 


und drücke die Wellenfunktion des n-ten angeregten Zustandes mit Hilfe 
des Operators a* durch die Wellenfunktion des Grundzustandes aus. 
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1.6.4. Wie lauten die Matrixelemente der Operatoren P und O in der 
Energiedarstellung? 
Hinweis: 
P?’ + O’ -1=(P+iO)(P - iO). 
1.7. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe ist durch Matrizen- 
multiplikation zu beweisen, daß für den Oszillator im n-ten Energiezustand 
gilt 


Ze 2, | Zen, ‚de 
(AxX)" = x’ = —(r + ) (Ap)' = p’ = ‚dom + ;)- 
u 2 2 


1.8. Ein Teilchen bewege sich im Potentialfeld 


_ uo’x” 


v%) 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, das im Grundzustand befindliche Teil- 
chen außerhalb des klassisch erlaubten Bereichs vorzufinden? 


1.9. Gesucht sind die Energieniveaus eines Teilchens, das sich im Potential 


06) für x <(, 


ee 2:2 

EEE ie 
2 

bewegt. 


1.10. Man gebe die SCHRÖDINGER-Gleichung eines Oszillators in der p-Dar- 
stellung und die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulswerte an. 


1.11. Die Wellenfunktionen und Energieniveaus eines Teilchens, das sich 
im Potentialfeld 


vo) =V ( z &\ (x>0) 4 vo 
x a 
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bewegt (Abb. 2), sind zu bestimmen. Man zeige, daß das Energiespektrum 
mit demjenigen des Oszillators übereinstimmt. | 


Vo) vo 


0 x 


Abb. 3 


Abb. 4 0 x 


1.12. Gesucht werden die Energieniveaus eines Teilchens im Potentialfeld 


V= — Vo — 


x 
cosh”? - 
a 


(Abb. 3). 


1.13. Ein Teilchen bewege sich im Potentialfeld 


TC e 
V=V,co”-x fü O<x<a 
a 


(Abb. 4). Zu bestimmen sind die Energieniveaus und die Wellenfunktionen; 
die Wellenfunktion des Grundzustandes ist zu normieren. 
Man untersuche die Grenzfälle kleiner und großer Werte von V%. 


1.14. Gefragt wird nach den Wellenfunktionen eines geladenen Teilchens 
in einem homogenen Feld 


V(x) = -KFx. 


1.15. Wie sieht die SCHRÖDINGER-Gleichung in der p-Darstellung für ein 
sich im periodischen Potentialfeld 


V(x) = V.cosbx 


bewegendes Teilchen aus? 
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1.16. Die SCHRÖDINGER-Gleichung in der p-Darstellung ist für ein Teil- 
chen anzugeben, das sich im periodischen Potentialfeld 
VY(x)=V(x +b) 
bewegt. 


1.17. Man bestimme die erlaubten Energiebänder für ein Teilchen, das 
sich in dem in Abb. 5 dargestellten periodischen Potentialfeld bewegt. Man 
untersuche den Grenzfall Yu, > ©», b—-0 für 


V.b = const. 


Vo) 
) 
nnn 
2 2» 0 0 ab = Abb. 5 


1.18. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung sind die Energieniveaus 
und die Gesamtzahl der diskreten Niveaus für das Potential 


V=-Vo 5 


x 
cosh? - 
a 
zu bestimmen. 


1.19. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung berechne man das Energie- 
spektrum eines Teilchens in folgenden Potentialfeldern: 


2.2 
1191: ae 


(Oszillator), 


1.192. V=Vocot?x für O<x<a. 
a 


1.20. Unter Benutzung der quasiklassischen Näherung bestimme man den 
Mittelwert der kinetischen Energie in einem stationären Zustand. 


1.21. Mit Hilfe des Ergebnisses der vorigen Aufgabe bestimme man in 
der quasiklassischen Näherung die mittlere kinetische Energie eines Teilchens 
in folgenden Potentialfeldern: 


721.1, Re 7 w*x?, 
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1.212. V=V,cot?”x für O<x<a 
[44 


(vgl. Aufgabe 1.19.). 
1.22. Mit Hilfe des Virialsatzes ist das Energiespektrum eines Teilchens 
im Felde | 
V(x) = ax’ 
in quasiklassischer Näherung zu berechnen. 
1.23. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung ist die potentielle Energie 


VY(x) durch das Energiespektrum EZ, auszudrücken. Y(x) sei eine gerade 
Funktion: 


(x) = V(-x) ’ 
die für x > 0 monoton zunimmt. 
1.24. Man bestimme die Energie des gebundenen Zustandes für das Poten- 


tial 
Ve) = -g6&). 


2. DURCHGANG DURCH EINE POTENTIALSCHWELLE 


2.1. Bei der Untersuchung der Elektronenemission durch Metalle muß man 
berücksichtigen, daß die Elektronen, deren Energie zum Verlassen des Metalls 
ausreicht, nach der Quantenmechanik an der Metallgrenze reflektiert werden 
können. Man betrachte ein eindimensionales Modell mit dem Potential 


= —V, für x<0O (im Metall), 
0 für <> 0 (außerhalb des Metalls) 


-Vp Abb. 6 


(Abb. 6) und bestimme den Reflexionskoeffizienten für ein Elektron mit 
der Energie E> 0 am Metallrand. 
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2.2. In der vorigen Aufgabe wurde angenommen, daß sich das Potential 
am Metallrand sprunghaft ändert. In Wirklichkeit erfolgt die Änderung 
des Potentials in einem Gebiet von der Größenordnung der interatomaren 


Vix) 


Abb. 7 


Abstände im Metall jedoch stetig. Man approximiere das Potential in der 
Umgebung des Metallrandes durch die Funktion 


er/a Be 1 


(Abb. 7) und bestimme den Reflexionskoeffizienten für ein Elektron mit 
der Energie E>0. 


2.3. Man berechne die Durchlässigkeit einer rechteckigen Potentialschwelle 
(Abb. 8). 


— Abb. 8 


2.4. Der Reflexionskoeffizient eines Teilchens mit E>YV, ist für den 
Fall einer rechteckförmigen Schwelle zu bestimmen. 


vid 
Vo 
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2.5. Man berechne die Durchlässigkeit der Potentialschwelle 


2.6. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung ist die Durchlässigkeit von 
Elektronen durch die Oberfläche eines Metalls in einem starken elektrischen 
Feld der Feldstärke F zu bestimmen (Abb. 10). Man bestimme die Grenzen 
der ‘Anwendbarkeit dieser Näherung. 


SE 
Kuss 


2.7. In Wirklichkeit erfolgt die Änderung des Potentials in der Nähe 
einer. "Metalloberfläche kontinuierlich. So wirkt z.B. in großen Abständen 
von der Metalloberfläche das Potential der elektrischen Bildkraft 


Unter Berücksichtigung der Bildkraft ist die Durchlässigkeit D der Metall- 
oberfläche in einem elektrischen Feld zu berechnen (Abb. 11). 
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2.8. Man berechne Näherungsausdrücke für die Energieniveaus und Wellen- 
funktionen eines Teilchens in einem symmetrischen Potentialfeld (Abb. 12) 
für E< V, und geringe Durchlässigkeit der Schwelle (2u V,b?/R? > 1). 


Vix) 


0 0+b 2Qa+D % Abb. 12 


2.9. Das symmetrische Feld V(x) bestehe aus zwei Potentialmulden, die 
durch eine Schwelle voneinander getrennt seien (Abb. 13). Mit Hilfe der 
quasiklassischen Näherung sollen die Energieniveaus eines Teilchens be- 


rechnet werden, das sich im Feld V(x) befindet. Das gefundene Energie- 
spektrum ist mit demjenigen einer einzigen Mulde zu vergleichen. Wie groß 
ist die Aufspaltung der Energieniveaus einer einzelnen Mulde? 


Hinweis: Vgl. Anhang. 


2.10. Zwei symmetrische Potentialmulden (vgl. Aufgabe 2.9.) seien bis zur 
Zeit t= 0 durch eine undurchdringliche Wand voneinander getrennt, und 
ein Teilchen befinde sich bis zu diesem Zeitpunkt auf der linken Seite der 
Trennwand in einem stationären Zustand. In welcher Zeit nach der Ent- 
fernung der Wand erreicht das Teilchen die rechtsseitige Mulde? 


2.11. Das Potentialfeld V(x) bestehe aus N identischen Potentialmulden, 
die durch identische Potentialschwellen voneinander getrennt seien (Abb. 14). 
2 Goldman 
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Unter der Annahme, daß die Bedingungen für die quasiklassische Näherung 
erfüllt sind, sollen die Energieniveaus für das Feld Y(x) bestimmt werden. 

Man vergleiche das gewonnene Energiespektrum mit demjenigen einer 
einzelnen Mulde. 


Abb. 14 


2.12. Man bestimme die quasistationären Niveaus eines Teilchens, das 
sich in dem symmetrischen Feld der Abb. 15 befindet, mit Hilfe der quasi- 
klassischen Näherung. Ferner ist die Durchlässigkeit D(E) für Teilchen mit 
der Energie E< V, zu berechnen. 


Abb. 15 


2.13. Es ist die Durchlässigkeit der Potentialschwelle V/ = gö(x) zu be- 
rechnen. 


2.14. Man bestimme die quasistationären Niveaus eines Teilchens, das 
sich im Potentialfeld 


x) = glölx + a) + ölx — a)} 


befindet, falls die Energien der quasistationären Niveaus der Bedingung 


2 


E«Z 
h 


genügen. 
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2.15. Die Durchlässigkeit einer Potentialschwelle der Form 
V(x) = galölx + a) + ölx — a)} 
ist zu berechnen. 


2.16. Man betrachte ein eindimensionales Modell für die Streuung von 
Elektronen an einem festen Teilchen, das sich in zwei Energiezuständen 
befinden kann. Die Wechselwirkungskraft sei kurzreichweitig. 


3. VERTAUSCHUNGSREGELN. UNSCHÄRFERELATION. 
ZERFLIESSEN VON WELLENPAKETEN 


3.1. Es ist zu zeigen, daß für zwei hermitesche Operatoren A und B, die 
der Vertauschungsregel 


AB - BA=iC 
genügen, 
m——— 7 
aA? an 2 I 


gilt. 


3.2. Man beweise, daß für zwei hermitesche Operatoren A und B 


(C)? + (DJ? 
A 


(4)? (BP > 
mit 


C=-(AB- BA) und D=AB+ BA 


gilt. 


3.3. Wie lautet die Unschärferelation für die Operatoren q und F(p), 
wenn q und p der Vertauschungsregel 


gqp—pq=ih 
genügen? 
Hinweis: Die Funktion F(p) ist in eine TAYLorR-Reihe zu entwickeln. 
3.4. Die Energie des Grundzustandes eines Oszillators ist mit Hilfe der 


Unschärferelation abzuschätzen. 
I* 
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3.5. Man schätze die Energie eines Elektrons in der K-Schale eines Atoms 
mit der Ordnungszahl Z im nichtrelativistischen und relativistischen Fall 
ab. 


3.6. Die Energie des Grundzustandes eines Zweielektronenatoms der 
Ordnungszahl Z ist mit Hilfe der Unschärferelation abzuschätzen. 


3.7. Das von einem freien Elektron erzeugte Magnetfeld hängt sowohl 
von der Bewegung des Teilchens als auch von seinem magnetischen Eigen- 
moment ab. 

Nach der Elektrodynamik ist die magnetische Feldstärke einer bewegten 
Ladung größenordnungsmäßig 


und die Feldstärke eines magnetischen Dipols mit dem Moment „ von der 
Größenordnung 


Das magnetische Moment u eines freien Elektrons kann durch Messung 
der vom Elektron erzeugten Feldstärke bestimmt werden, wenn die beiden 
Bedingungen 

H,>4A, 
und 

AÄr<r 
erfüllt sind. Diese Bedingungen bedeuten, daß die Abmessung Ar des Ge- 
bietes, in dem das Elektron lokalisiert ist, kleiner sein muß als der Abstand 
zwischen diesem Gebiet und dem Punkt, in dem das Magnetfeld beobachtet 
wird. | . 

Können diese beiden Bedingungen gleichzeitig erfüllt werden? 

Hinweis: Man benutze die Unschärferelation und den Ausdruck u = eh]2mc 
für das magnetische Moment des Elektrons. 


3.8. Welche physikalische Bedeutung besitzt die Größe p, in der Wellen- 
funktion 


vo) = pla) exp (2) 


wobei die Funktion o(x) reell ist? 
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3.9. Man zeige, daß der Mittelwert des Impulses in einem zum diskreten 
Spektrum gehörigen stationären Zustand verschwindet. 


3.10. Die Wellenfunktion eines freien Teilchens sei zur Zeit ?=0 ge- 
geben durch den Ausdruck | 


yX, 0) = PX) exp (2). 


Die Funktion (x) sei reell und nur für Werte von x mit -ö<x<+ö 
wesentlich von Null verschieden. Für welche Werte von x wird die Wellen- 
funktion zur Zeit 7 wesentlich von Null verschieden sein? 


3.11. Die Wellenfunktion eines Teilchens zur Zeit t = 0 sei gegeben für 
3.11.1. die freie Bewegung durch 


1 dot © 
WII ren 
a AP | n = 


3.11.2. die Bewegung in einem homogenen Feld durch 


1 dot © 
LE, RR 
en 70”) ’@ r | R ar 
no” 


3.11.3. die Bewegung eines Teilchens im Potentialfeld V = —r x° durch 
. 2 2 1/2 

IDoX  &(X — Xo) u 
x,0) = c exp ! — — ——— N, &=1I—). 


Man diskutiere die Änderung der Wellenfunktion (das Zerfließen des Wellen- 
paketes) für jeden einzelnen Fall. 


3.12. Man beweise die Beziehung 


Ä 1 1 
efaet=a + [Z, a] + 21 [Z, IL, a]] + 31 [Z, [Z, [Z, al]] +... 
für die Operatoren L und a. i 


3.13. Ein Oszillator befinde sich zur Zeit > — © im Grundzustand. 
Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafür, den Oszillator zur Zeitt > + © 
im n-ten angeregten Zustand vorzufinden, wenn auf ihn die Kraft /(t) wirkt, 
wobei f(f) eine beliebige Funktion der Zeit ist (f=0 für t> +»). 

Man führe die Rechnung durch für die Fälle 


3.13.1. fl) = fo xp (-1?[7?), 
3.13.2. fi) = pl + Pr)". 
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3.14. Man zeige, daß sich die Bestimmung der Bewegung eines Oszil- 
lators, auf den die äußere Kraft f(r) wirkt, auf das einfachere Problem der 
Berechnung der Bewegung eines ungestörten Oszillators zurückführen läßt, 
wenn man die neue Variable 

x =x- € 
einführt, wobei &(f) der klassischen Gleichung 


ne = fi) — no” 
genügt. 


3.15. Man bestimme die GREENsche Funktion eines Oszillators mit zeit- 
abhängiger Eigenfrequenz, indem man sie durch die Lösung der klassischen 
Gleichung für einen Oszillator mit veränderlicher Frequenz ausdrückt. 


3.16. Mit Hilfe der Greenschen Funktion, die in der vorigen Aufgabe 
berechnet wurde, ist die zeitabhängige Wahrscheinlichkeitsdichte für ein 
Teilchen anzugeben, das sich im Potentialfeld 


V(x) = 5 uw?x? (w = const) 
bewegt. Die Wellenfunktion des Teilchens zur Zeit t=0 sei 
y(x,0) = cexp Fr u - %) + n por}. 


3.17. Auf einen Oszillator mit zeitabhängiger Eigenfrequenz wirke eine 
Störkraft f(r). Man bestimme die GreENnsche Funktion des Oszillators. 


Hinweis: Man benutze die Ergebnisse der Aufgaben 3.14. und 3.15. 
3.18. Auf einen Oszillator, der sich zur Zeit / = 0 im n-ten Energiezustand 
befindet, wirke die Störkraft /(t). Man bestimme die Übergangswahrscheinlich- 


keit in den m-ten Energiezustand und berechne den Mittelwert und die Streuung 
der Energie im Zeitpunkt t. 


3.19. Da die SCHRÖDINGER-Gleichung bezüglich der Zeit von erster Ord- 
nung ist, wird v(f) eindeutig durch (0) bestimmt. Wir schreiben den 
Zusammenhang in der Form 


Ye) = SC) YO), 


wobei S(f) ein Operator ist. 
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Es ist zu zeigen, daß S(f) 
3.19.1. der Gleichung 
ihS() = HS(t) 
genügt und unitär ist, d.h. S* = S-! gilt, und 


3.19.2. für zeitunabhängiges HZ die Form 


S(f) = exp (5 A) 
besitzt. 


3.20. Der Mittelwert eines Operators L zur Zeit t ist definiert durch den 
Ausdruck 


Lo = | y*() Lyld) dr. 


3.20.1. Man zeige, daß die Zeitabhängigkeit des Operators 
2=STUNLS(), 
worin S(f) durch die Gleichung S(?) v(0) = y(f) definiert ist, der Bedingung 


| y*0) SylO) dr = 10) 
genügt. 
3.20.2. Man verifiziere die Relation 
ihR = 22H — HL 
mit 
95=S"'HSs. 


3.20.3. Man beweise, daß aus der Vertauschungsregel für die Operatoren 
L und M 


LM -—- ML=iN 
für die zeitabhängigen Operatoren folgt. 
LI -ML=-M 


3.21. Man bestimme den zeitabhängigen Ortsoperator x (in der Orts- 
darstellung) 


3.21.1. für ein freies Teilchen, 3.21.2. für einen Oszillator. 
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3.22. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe ist die Zeitabhängig- 
keit der Streuung der Ortskoordinate im Fall der freien Bewegung zu be- 
rechnen. 


3.23. Die Wellenfunktion eines Teilchens zur Zeit t=0 sei 
i 
YX) = PX) exp F Por) 


wobei o(x) eine reelle, auf 1 normierte Funktion ist. Man bestimme die Streu- 


ung (Ax)? zu einem beliebigen Zeitpunkt für die Fälle 3.21.1. und 3.21.2. 
und zeige, daß für einen Oszillator 


(Ax)? = (Ax)?-o 
gilt, d.h., daß es für 
2 
PX) = cexp P = 


kein Zerfließen gibt (vgl. Aufgabe 3.11.3.). 


4. DREHIMPULS. SPIN 


4.1. Man berechne die Darstellungen der Operatoren /,, Z,, L; ın Kugel- 
koordinaten, indem man davon ausgeht, daß /,, Z,, /,; die Operatoren einer 
infinitesimalen Drehung sind. 


4.2. Man beweise die Vertauschungsregeln 
4.2.1. [,%] = Tea X; 
4.2.2. Ih, Prl = Gen Pı- 


Dabei ist e;,., ein antisymmetrischer Tensor dritter Stufe, dessen Kompo- 
nenten bei Vertauschung zweier beliebiger Indizes das umgekehrte Vor- 
zeichen erhalten, z.B. e;., = -&;x; Mit eı23 = 1 (die Indizes 1, 2, 3 ent- 
sprechen x, y, 2). 


4.3. Man beweise die Vertauschungsregeln 
431. (p +m +pl=0, 
4.32. a +7? +] =0. 


4.4. Es ist zu zeigen, daß die Mittelwerte von /, und /, in einem Zustand 
y mit definiertem Wert von 7, (Ly = my) verschwinden. 
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Hinweis: Man berechne die Mittelwerte auf den linken und rechten Seiten 
der Vertauschungsregeln 


IL, —-Lh,=UÜ. 
„I. Ih =jU, 
im Zustand y. 


4.5. Man drücke den Operator des Drehimpulses um eine bestimmte 
Achse z’ durch die Operatoren /,, Z,, /, aus. 


4.6. Man beweise: Gilt für einen Zustand y die Gleichung Zy = my, so 
ist der Mittelwert des Drehimpulses um eine Achse z’, welche mit der z-Achse 
den Winkel # bildet, gleich m cos 9. 

Dieses Resultat läßt sich physikalisch in folgender Weise interpretieren: 
Der Drehimpulsvektor im Zustand y,„ ist gleichförmig über einen Kegel 
verteilt, dessen Achse die z-Achse ist, wobei die Länge der Mantellinie 


gleich Y Kl! +1) und die Höhe des Kegels gleich m ist. Der Mittelwert der 
Projektion auf die xy-Ebene verschwindet, und die z’-Komponente ergibt 
sich nach der Mittelung zu m cos ®. 


4.7. Gesucht werden die Eigenfunktionen der Operatoren des Quadrates 
und der z-Komponente des Bahndrehimpulses in der Impulsdarstellung. 


4.8. Man bestimme das Transformationsgesetz für die Kugelfunktionen 
Yı,ı> Yı,0, Yı,-ı bei einer Drehung des Koordinatensystems um die EULER- 
schen Winkel ®, y, @. 


Hinweis: Die Kugelfunktionen lassen sich in der Form 


3x- iy 


3x H+iy a 
Y,ı= I/— . Ihe Be — 

a Sun Fr — Anr er Sur 
darstellen. 


4.9. In einer Meßapparatur vom Typ der beim STERN-GERLACH-Versuch 
benutzten Anordnung hängt die Ablenkung der Atome, die den Gesamt- 
drehimpuls J besitzen, vom Wert der Drehimpulskomponente in Magnet- 
feldrichtung im Gerät ab. Ein Bündel, das aus Teilchen mit definiertem 
Drehimpuls bezüglich der Magnetfeldrichtung besteht, wird in 2J +1 
Bündel aufgespalten. 

Man bestimme die relativen Intensitäten dieser Bündel, wenn J=1 ist 
und die Drehimpulskomponente in bezug auf eine Achse, die mit der Magnet- 
feldrichtung den Winkel ® bildet, den definierten Wert M (+1,0, — 1) be- 
sitzt. - 
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4.10. Die z-Komponente des Spins eines Elektrons sei mit Sicherheit 
gleich +!/,. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Spinkomponente 
in bezug auf eine z’-Achse, die mit der z-Achse den Winkel # bildet, die 
Werte +!/, und —!/, besitzt? Man bestimme den Mittelwert der z’-Kompo- 
nente des Spins. 


4.11. Die allgemeinste Form der Spinfunktion eines Teilchens mit dem 
Spin 1/, lautet in der ‚z“-Darstellung 


Y ei® cos ö 
Y, Net sinö). 


Diese Funktion beschreibt den Zustand eines Teilchens, in dem die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß die z-Komponente des Spins den Wert +!/, (bzw. 
— 1/,) besitzt, gleich cos? ö (bzw. sin? ö) ist. 

Wie wird das Ergebnis einer Messung der Spinkomponente bezüglich 
einer beliebig gerichteten Achse ausfallen? 


4.12. Die Spinfunktion in der z-Darstellung lautet 


( v1 e!* cos ö 
% Ne sind). 
Existiert eine Richtung im Raum, längs der die Spinkomponente mit Sicher- 
heit gleich +!/, ist? 

Gibt es eine solche Richtung, so sind ihre Polarwinkel © und ® anzu- 
geben. 


Hinweis: Die Winkel © und ® lassen sich aus der Bedingung bestimmen, 
daß die zweite Komponente der Spinfunktion verschwinden muß. 


4.13. Wir betrachten ein System aus nicht miteinander wechselwirkenden 
identischen Teilchen mit gleichen Impulsen und den Spins !/,.. Besäßen die 
Teilchen keinen Spin, so könnte man von einer reinen Gesamtheit sprechen. 
Man weiß aber nicht, ob alle Teilchen dieselben Spinrichtungen besitzen. 

Kann man an Hand eines Experiments vom Typ des STERN-GERLACH- 
Versuches entscheiden, ob das Teilchenbündel eine reine oder eine gemischte 
Gesamtheit darstellt? 


4.14. Man zeige, daß der Operator, der die Komponenten der Spinfunktion 
bei einer Drehung um die EuLerschen Winkel ®, y und & transformiert, 
die Form 


Ty, ®, 9) = exp (ips,) exp (Üs,) exp (iys;) 
besitzt. 


4. Drehimpuls. Spin 27 


4.15. Es ist zu zeigen, daß die Transformationsmatrix für die Kompo- 
nenten der Spinfunktion bei einer Drehung des Koordinatensystems um 
den Winkel © um eine Achse mit den Richtungskosinus «, ß, y in der Form 


D . 
T= exp 19er, + Ps, + >] = cos z + 2ilas, + Ps, + ys,) sin 3 


dargestellt werden kann. 


Hinweis: Der Zusammenhang der Euzrrrschen Winkel 9, y, p mit &, ß,y 
und D ist gegeben durch 


NS = a +9), 
2 2 2 

ne Be - 9), 
2 2 2 

Psin” — sin” sin> (7 -9Y) 

nz = Te +9Y). 
2 2 2 


Es ist zu beachten, daß 


exp [’ Pas, + Ps, + Y5z)] 
nicht gleich 
exp (iDdas,) exp (iDPs,) exp (iDys,) 
ist. 
4.16. Man berechne die Eigenfunktionen des Operators 
&s, + Ps, + YSz 
mit 
x? + ß? + y? — 1 
und zeige, daß die Entwicklungskoeffizienten einer beliebigen Spinfunktion 


(") nach diesen Eigenfunktionen die Wahrscheinlichkeiten dafür angeben, 
”2 | 

daß die Werte der Spinkomponenten in bezug auf eine Achse mit den Rich- 
tungskosinus «&, ß, y gleich +!/, oder —!/, sind. 


4.17. Gesucht ist die Matrix, welche die Komponenten der Spinfunktion 
eines Teilchens mit dem Spin 1 bei einer beliebigen Drehung des K.oordinaten- 
systems transformiert. 
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4.18. Ein Teilchen besitze den Drehimpuls j und den größtmöglichen 
Wert der z-Komponente des Drehimpulses. 

Zu berechnen sind die Wahrscheinlichkeiten für die möglichen Werte 
der Drehimpulskomponenten in einer Richtung, die mit der z-Achse den 
Winkel # bildet. 


4.19.. Ein System mit der Gesamtdrehimpulsquantenzahl J befinde sich in 
dem zum Eigenwert M des Operators J, gehörigen Zustand. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine Messung der Drehimpulskomponente in 
bezug auf die z’-Achse, welche mit der z-Achse den Winkel ® bildet (z.B. 
im STERN-GERLACH-Versuch), den Wert M’ ergibt? 


4.20. Man beweise den Satz: Ist y,. Eigenfunktion des Operators J, 
zum Eigenwert m, so ist die Funktion 


Ym = EXP (-iJ,p) exp (-iJ,d) yn- 


Eigenfunktion des Operators 
J: = J,sin®cosp + J,sin®sing + J,cos® 
zu demselben Eigenwert, d.h. 
JYdn = Mym: 
Hinweis: Man benutze die Relationen 
exp (-J,0) J, exp (iIJ,®) = J,cos® + J, sind, 
exp (-iJ,p) Jx exp (IJ,p) = J,cosp + J,sin 


(vgl. Aufgabe 3.12.). 


4.21. Ein Teilchen mit dem Spin !/, bewege sich in einem Zentralfeld. 
Zu bestimmen sind die Wellenfunktionen des Teilchens, die gleichzeitig 
Eigenfunktionen der folgenden drei miteinander vertauschbaren Operatoren 
sind: 

J = FE ?, I: 


4.22. Der Zustand eines Elektrons werde durch die Quantenzahlen /, 
J,. m charakterisiert. Mit Hilfe der Wellenfunktionen, die in der letzten Auf- 
gabe berechnet wurden, sind die möglichen Werte der Bahndrehimpuls- 
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und Spinkomponenten und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten an- 
zugeben sowie die Mittelwerte der Komponenten zu bestimmen. 


4.23. Unter der Spinrichtung verstehen wir die Richtung, in der die Spin- 
komponente mit Sicherheit gleich +'/, ist. Wir charakterisieren diese Rich- 
tung durch die Polarwinkel ® und ®. Der Zustand eines Teilchens werde 
durch die Wellenfunktion y(], j = I! + '/2, m) beschrieben (vgl. Aufgabe 4.21.). 
Die Spinrichtungen des Teilchens in verschiedenen Raumpunkten werden 
im allgemeinen voneinander verschieden sein. Man bestimme den Zusammen- 
hang zwischen ©, ® und den räumlichen Koordinaten des Teilchens. 


4.24. Für ein System, das aus zwei Teilchen mit den Spins */, besteht, 
sind die Eigenfunktionen der miteinander vertauschbaren Operatoren des 
Quadrates und der z-Komponente des Gesamtspins anzugeben. 


4.25. Ein System bestehe aus zwei Teilchen mit den Drehimpulsquanten- 
zahlen /, = 1 und L, = I. Die Gesamtdrehimpulsquantenzahl J kann in 
diesem Fall die Werte /+1, ! und Z— 1 annehmen. Man drücke die 
Eigenfunktionen der Operatoren % und J, durch die Eigenfunktionen der 
Operatoren der Quadrate und der z-Komponenten der Drehimpulse der 
einzelnen Teilchen aus. 


4.26. Gegeben sind zwei Teilchen mit den Drehimpulsquantenzahlen jı 
und j,. Unter Benutzung der Eigenschaften des Operators 


- = (ix + Ja) - Üny + Ir) 


ist die Wellenfunktion des Systems mit dem Drehimpuls J=jı +, und 
der z-Komponente M = J — 1 nach den Wellenfunktionen der beiden Teil- 
chen zu entwickeln. 

Wie sieht die Wellenfunktion des Systems mit dem Drehimpuls 
J=Jjı +J» - 1 und der z-Komponente M = J aus? 


4.27. Es ist zu zeigen, daß eine Wellenfunktion zweier Teilchen mit dem 
Gesamtdrehimpuls Null, wobei jedes Teilchen den Drehimpuls j besitzt, 
in der folgenden Form geschrieben werden kann: 


= > ey" 7% y7”@)  (jhalbzahlig), 


, 
1 


vi =- 
Va +ı 1 7- 


> -HYPA) y7"@) (j ganzzahlig). 


30 Aufgaben 
Hinweis: Man benutze die Eigenschaften des Operators 
J_= ix + J2x) u jıy + J2y)- 
4.28. Man beweise, daß 
UNERBERNE vi) iD u" 
ge michäjs 1 ; mi Ben 
vi, = a 1 2, (-13”3" "= va) vd Wr") 
j—- im = 23: 
ve) ED WO) 


Eigenfunktion des Gesamtdrehimpulses dreier Teilchen ist, die dem resul- 
tierenden Drehimpuls J = j und der z-Komponente M = J entspricht. Der 
Drehimpuls eines jeden Teilchens ist gleich j (j halbzahlig). 


Hinweis: Man benutze die Eigenschaften des Operators J.. 


4.29. Wir bezeichnen mit 6, und 0, die Spinoperatoren zweier Teilchen 
und mit rt den Radiusvektor zwischen den Teilchen. Es ist zu beweisen, daß 
Er 3(0,1) (ot 5 
jede Potenz der Operatoren (0,0,) und Sj, = Starr) (02%) \ 2) _ (0,0,) mit 

r 
positivem, ganzzahligem Exponenten und jedes Produkt dieser Potenzen 
als Linearkombination der beiden Operatoren und der Einheitsmatrix dar- 


gestellt werden kann. 


4.30. Man zeige, daß sich der Operator S,, (vgl. die vorige Aufgabe) 
durch den Operator des Gesamtspins 


l - 3 
Pre) 


ausdrücken läßt: 


6(Sr)* _.2&8, 


r: 


S12 = 


und daß man S$,,, falls der Gesamtspin der beiden Teilchen gleich 1 ist, als. 
dreireihige Matrix darstellen kann: 


fe Ba ae Veh 
12 = EN EN Y2,1 —2Y,,0 3 Y2,-ı 
: NZ: Y2,2 NE Y,,1 Y2,0 
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4.31. Es ist zu zeigen, daß sich der normierte Teil der Wellenfunktion 
für den °D,-Zustand, der die Winkel und die Spinvariablen enthält, in fol- 
gender Form schreiben läßt: 


1 


J=-1L,M=1L=23S=|), 


J=1,M=0,L=-23S$S=1, 


Ge1,MzZ=-1L,L228ETJ). 


0 
0 
0 
1 
ANY 2r 0 
0 
0 
1 


‚Hinweis: Vgl. Aufgabe 4.25. 


4.32. Zwei Protonen befinden sich im Abstand a voneinander. Zu be- 
rechnen ist die Energie der Dipol-Dipol-Wechselwirkung. 


4.33. Zur Zeit {= 0 besitze die Spinfunktion der beiden Protonen (vgl. 
die vorige Aufgabe) die Form () # . Nach welcher Zeit wird die Spin- 
i 2 
funktion die Form besitzen? 

1/ı \0/> 


4.34. Man beweise die Beziehungen 
4341. EU = IUXxF- IM, 
4.342. [9 U] = IA) - HOH, 
ne In, 
4.343. an - Du ar, 
Anm II +D (Sm 


Dabei ist X eine vektorielle physikalische Größe, die den Vertauschungsregeln: 


J;; Ar] = leimıı 
genügt. 


4.35. Der Mittelwert des Operators 
= gif + 


ist in dem Zustand zu berechnen, der durch die Quantenzahlen J, M,, Jı , Ja 
charakterisiert ist, wenn $ = %, + {%, der Operator des Gesamtdrehimpulses ist. 


Hinweis: Man benutze die in der vorigen Aufgabe angegebene Formel. 
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4.36. Man berechne das magnetische Moment des Kerns '°’N (in Kern- 
magnetonen), in dem für die Auffüllung der Schale ein Proton im Zustand 
pı,, erforderlich ist. Das magnetische Moment eines freien Protons ist 
Yp = 2,79. 


4.37. Zu berechnen ist das magnetische Moment des Kerns !’O, der neben 
einer abgeschlossenen Schale ein Neutron im Zustand ds,, enthält. Das 
magnetische Moment eines freien Neutrons ist . = —1,91. 


4.38. Welche Zahlenwerte erhielte man für das magnetische Moment des 
Deuterons, wenn sich das Deuteron im Zustand 


4.38.1. °8,; 4.38.2. 'Pı; 4.383. °P;; 4.38.4. °D, 
befände? 


4.39. Unter der Annahme, daß der Grundzustand des Deuterons eine Super- 
position der Zustände °S, und °D, darstellt, ist das Gewicht der D-Welle 
für u, = 2,78, %n = —1,91 und us = 0,85 zu berechnen. 


4.40. Das Quadrupolmoment des Deuterons ist unter der Annahme, daß 
sich das Deuteron im Zustand 


4.40.1. 'Pı;  4.40.2. °P, 
befindet, durch den Mittelwert des Abstandsquadrats auszudrücken. 


4.41. Ein Kern bestehe aus einem „Rumpf“ und einem äußeren Proton. 
Ohne Wechselwirkung mit dem äußeren Proton ist der Rumpf kugelsymme- 
trisch und sein Quadrupolmoment gleich Null. 

Unter Vernachlässigung der Deformation des Rumpfes durch das äußere 
Proton ist das Quadrupolmoment des Kerns zu bestimmen. Die Drehimpuls- 
quantenzahl des äußeren Protons sei gleich j. 


4.42. Die vorige Aufgabe ist unter sonst gleichen Annahmen für den Fall 
zu lösen, daß drei äußere Protonen vorhanden sind. Die radialen Wellen- 
funktionen der äußeren Protonen sind identisch. Die Drehimpulse jedes 
Protons sowie des ganzen Kerns seien gleich j. 


4.43. Man bestimme die Quadrupolenergie eines Kerns, der sich in einem 
äußeren inhomogenen elektrischen Feld befindet, für folgende Werte des. 
Kernspins: 


4.431. I=1, 443.2. I=®|, 4433. I=2. 


Das Quadrupolmoment des Kerns sei O.. 
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4.44. Mit Hilfe des Ausdrucks für die Matrixelemente eines Vektors 
(siehe LAnDAU und LirscHiz, Quantenmechanik) ist zu beweisen, daß das 
Quadrupolmoment eines Kerns mit der Ordnungszahl Z 


zZ 
O0 =IQI-]) & 2 2(U+ DI: ri) — 21 a 


ist, wobei die Summe über alle Protonen zu erstrecken ist. / ist der Kernspin, 
und rn bezeichnet die Gesamtheit der übrigen Quantenzahlen, die den Zu- 
stand charakterisieren. 


4.45. Wir bezeichnen die Spinvariable des i-ten Elektrons mit o,. Diese 
Variable kann die beiden Werte +1 und —1 annehmen. Man zeige, daß 
die Operatoren 


„._ fen „_fp-\ „_fi o 
” 710), y N 0), NOT), 


des /-ten Elektrons wie folgt auf die Spinfunktion flo, 02, -. -, 0); - - -, 0) 
der Spinvariablen von n Elektronen wirken: 


of = F(01; -.., 01-1» —015 Oj+1> +++, On)» 
oyf= —i0,flo1, ..-; O,-1> 0504.10) 
of = 0,K01; ..-, 01-15 O1> O141> +, On)- 


4.46. Mit Hilfe der Ergebnisse der vorigen Aufgabe ist zu zeigen, daß 
sich der Operator des Quadrates des Gesamtspins der n Elektronen in der Form 
2 
©? = N = + >> Pıı 
4 k<i 
. schreiben läßt. Dabei ist P,, ein Operator, der die Spinvariablen o, und o, 
vertauscht, d.h. 


Paf(01 5 ...> Op-15> Oks Onk1s +++5 01-15 015 Olr19 2.5 On) 
= (013 ..., Op-15 015 Op+1s +++5 01-15 Oks Ol+13 +++, On)» 
4.47. Der HAMILTON-Operator eines aus zwei Teilchen mit den Spins 
!/, bestehenden Systems sei in den Spins symmetrisch. Man zeige, daß der 
Betrag des Gesamtspins © eine Konstante der Bewegung ist. 


4.48. Ein System bestehe aus zwei Teilchen. Der Spin des einen Teilchens 
sei gleich !/,, der Spin des anderen gleich Null. Man beweise, daß der Bahn- 
drehimpuls bei beliebiger Wechselwirkung zwischen den Teilchen eine Kon- 
stante der Bewegung ist. 


3 Goldman 
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4.49. Ein angeregter Kern A mit dem Spin 1 befinde sich in einem geraden 
Zustand. Die Reaktion 


A-B+ra 


(Emission eines &-Teilchens) sei energetisch möglich. Der bei dieser Reaktion 
entstehende stabile Kern B soll den Spin Null besitzen und sich ebenfalls 
in einem geraden Zustand befinden. Es ist zu zeigen, daß diese Reaktion aus 
Gründen der Drehimpuls- und Paritätserhaltung verboten ist. 


4.50. Man zeige, daß die Bahndrehimpulsquantenzahl L der Relativ- 
bewegung zweier «-Ieilchen immer geradzahlig ist (L = 0, 2, 4, ...). 


4.51. Kann der angeregte Kern Be mit dem Spin 1 in zwei &-Teilchen 
zerfallen? 


4.52. Wir nehmen an, daß der einzige gebundene Zustand des Neutron- 
Proton-Systems (n,p) gerade, der Gesamtspin in diesem Zustand gleich 1 
und die Kräfte der (n,n)- und (n,p)-Wechselwirkung einander gleich sind. 
Es ist zu zeigen, daß zwei Neutronen kein gebundenes System bilden können. 


4.53. Der Kern 3He besitzt zwei Neutronen im 1ps,,-Niveau. Mit Hilfe 
des PAULI-Prinzips sind die möglichen Werte des Gesamtdrehimpulses dieser 
Neutronen zu bestimmen. 


5. ZENTRALFELD 


5.1. Ein Teilchen bewege sich in einem Zentralfeld. Die Gleichung für 
die radiale Wellenfunktion R,, ist in der Form einer SCHRÖDINGER-Gleichung _ 
für die eindimensionale Bewegung darzustellen. 


5,2. Die radiale Wellenfunktion eines Teilchens im Zentralfeld ist mit 
Hilfe der quasiklassischen Näherung zu bestimmen. 


5.3. Gegeben sei ein Zentralfeld, in dem ein diskretes Energiespektrum 
existiert. Man beweise, daß der zu einer bestimmten Drehimpulsquanten- 
zahl / gehörige kleinste Energiewert mit zunehmendem / größer wird. 


5.4. Ein System bestehe aus zwei Teilchen mit den Massen u, und u». 
Die Operatoren des gesamten Bahndrehimpulses I, + I, und des Gesamt- 
impulses p, + dp, sind durch die Koordinaten des Massenmittelpunktes 
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N = (utı + Uata)/(uı + 42) und des gegenseitigen Abstandes r=n — 
auszudrücken. Man zeige, daß sich der HAMILTON-Öperator in der Form 


2 .2 
ee 
ui + 42) 2uı Ma 


schreiben läßt, wenn die potentielle Energie der Wechselwirkung eine Funk- 
tion des Teilchenabstandes ist: 


U = U -0]). 


Dabei sind A, und A, LAPLACE-Operatoren, die auf die Vektoren R und ? 
wirken. 


5,5. Man bestimme die Wellenfunktionen und Energieniveaus des drei- 
dimensionalen isotropen Oszillators. 


5.6. Die vorige Aufgabe ist durch Separation der Variablen in kartesi- 
schen Koordinaten zu lösen. Man stelle die Wellenfunktionen für n, = 0, 
1=1 (vgl. die vorige Aufgabe) als Linearkombination der gewonnenen 
Wellenfunktionen dar. 


5.7. Unter der Annahme, daß sich ein Nukleon in einem Kern im mittleren 
Potentialfeld 


2 
Ur) = -U, + a 


bewegt, ist die Zahl der Teilchen einer Sorte (Neutronen oder Protonen) 
in den abgeschlossenen Schalen zu bestimmen. Unter einer Schale verstehen 
wir die Gesamtheit aller Zustände mit der gleichen Energie. 


5,8. Man berechne die theoretischen Radien der Kerne $He und "30, 
die abgeschlossene Schalen besitzen, mit Hilfe des in der letzten Aufgabe 
angegebenen Potentials. Unter dem theoretischen Kernradius ist der Abstand 
zwischen dem Masserinittelpunkt des Kerns und dem Punkt zu verstehen, 
in dem die „Kerndichte“ 


el) = Lyr) 9 
(summiert wird über alle Nukleonen) am stärksten abfällt, d.h. 


d’o 
—_) =0, 
Ei). 


3* 
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5.9. Die Wechselwirkung zwischen einem Proton und einem Neutron 
kann näherungsweise durch das Potential 
Ur) = -—A exp (—r/a) 
beschrieben werden. Man berechne die Wellenfunktion des Grundzustandes 
(2! = 0) und die Beziehung zwischen der Topftiefe A und der Größe a, welche 
die Reichweite der Kräfte charakterisiert, unter Benutzung der empirischen 
Bindungsenergie des Deuterons Z= —2,2 MeV. 


5.10. Mit Hilfe des Rıtzschen Variationsprinzips. ist näherungsweise die 
Energie des Grundzustandes des Deuterons mit dem Potential 


Ur) = -Aexp (-—rja) 
zu bestimmen (4 = 32 MeV, a = 2,2: 101? cm). Die von dem Parameter « 
abhängigen radialen Wellenfunktionen sind in der Form 

R = cexp (-ar/2a) 
anzusetzen. Die Größe c ist mit & durch die Normierungsbedingung 


| R’r?dr = 1 


0 


verknüpft. 


5.11. Man bestimme die Energieniveaus und Wellenfunktionen eines Teil- 


chens, das sich im kugelförmigen ‚Potentialkasten“ 
0 für r<a, 
oo für r>a 


Ur) = 


befindet. Man betrachte den Fall /= 0. 


5.12. Man berechne das diskrete Energiespektrum eines Teilchens mit 
dem Drehimpuls /= 0 im kugelsymmetrischen Potentialtopf 


—U, für r<a, 
N) für r>a. 


U(r) = | 


5.13. Mit Hilfe der Störungstheorie ist qualitativ die Änderung der Energie- 
niveaus zu diskutieren, die beim Übergang vom Potential 


U, für r<a, 
0 für r>a 


Ur) = 


zu dem in der Abb. 16 dargestellten Potential erfolgt. 
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5.14. Die potentielle Energie eines «-Teilchens im Felde eines Kerns be- 
steht aus zwei Anteilen, der abstoßenden CouLoMB-Kraft und der. kurz- 
reichweitigen anziehenden Kernkraft. Abb. 17 zeigt schematisch die Form 


Abb. 16 Abb. 17 


der potentiellen Energie. Die Emission eines &-Teilchens stellt einen spezi- 
fischen Quanteneffekt dar, welcher in der Durchlässigkeit der Potential- 
schwelle begründet ist. Man diskutiere den Durchgang eines «-Teilchens 
(mit dem Drehimpuls / = 0) durch die kugelsymmetrische Potentialschwelle 
von der vereinfachten Form 

0 für r<r, 

Ur) = U, für rı, r<r,, 
0 für r>nr,. 


Wie lautet die Beziehung zwischen Zerfallszeit und Energie? 


6. BEWEGUNG EINES TEILCHENS IM MAGNETFELD 


6.1. Die Wellenfunktion eines Elektrons besitze zur Anfangszeit != 0 
die Form 


Y(x, y, 2,0) = v(x, y, 0) 9(z, 0). 


In einem homogenen Magnetfeld 9 in z-Richtung hat die Wellenfunktion 
zur Zeit > 0 ebenfalls die Form eines Produktes: 


Y(x,y,2,D)= y(x, y, ti) o(z, t), 


da die Variable z in der SCHRÖDINGER-Gleichung absepariert werden kann. 
Man zeige, daß die Funktion w(x,y,7T) — abgesehen von einem willkür- 
lichen Phasenfaktor — ihren Anfangswert annimmt, wenn 7 die Periode 
der klassischen Bewegung des Teilchens im Magnetfeld ist. 
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6.2. Man zeige, daB die Operatoren der Geschwindigkeitskomponenten 
in Anwesenheit eines Magnetfeldes den folgenden Vertauschungsregeln ge- 
nügen: 


ieh 
v.u, — Dy0., = — H,, 
2 
c 
ieh 
Dyd, — db, = — H;; 
ien 
V,V, — V,l, = >53. A,. 
c 


6.3. Mit Hilfe der Ergebnisse der Aufgaben 6.2. und 1.6. ist die Energie 
eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld zu berechnen. 


6.4. Man bestimme das Energiespektrum eines geladenen Teilchens, das 
sich in einem homogenen elektrischen und einem homogenen Magnetfeld 
bewegt, deren Feldstärken aufeinander senkrecht stehen. 


6.5. Man berechne die Wellenfunktionen eines geladenen Teilchens, das 
sich in einem homogenen elektrischen Feld und einem zu diesem senkrechten 
homogenen Magnetfeld bewegt. 


6.6. Ein geladenes Teilchen bewege sich in einem homogenen Magnet- 
feld, dem das Zentralfeld 


U(r) = = uw”r? 
2 
überlagert ist. Das Energiespektrum des Teilchens ist zu berechnen. 


6.7. Man bestimme die Zeitabhängigkeit der Ortsoperatoren x und y 
eines geladenen Teilchens, das sich in einem homogenen Magnetfeld be- 
wegt. Das Vektorpotential sei gegeben durch 

H H 
A,=--—-y, A,=-x%, 4,=0. 
| zer, 


Wie lauten (x — x)? und (»y — y)? als Funktionen der Zeit? 


6.8. Die Energieniveaus und Wellenfunktionen eines geladenen Teilchens, 
das sich in einem konstanten Magnetfeld bewegt, sind zu bestimmen. Man 
benutze Zylinderkoordinaten und setze das Vektorpotential in der Form 


de A, = 4A, = 0 
an. 2 
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6.9. Gesucht werden die Komponenten der Stromdichte eines geladenen 
Teilchens, das sich in einem homogenen Magnetfeld befindet, für einen Zu- 
stand mit den Quantenzahlen n, m, k, (vgl. die vorige Aufgabe). 


6.10. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung sind die Energieniveaus 
eines geladenen Teilchens in einem homogenen Magnetfeld zu berechnen 
(Zylinderkoordinaten). 


6.11. Man bestimme den klassisch erlaubten Bereich der radialen Be- 
wegung in einem Magnetfeld (vgl. die vorige Aufgabe). 


6.12. Die minimale „Verschmierung‘ der Bahn eines geladenen Teilchens 
in einem Magnetfeld in radialer Richtung ist abzuschätzen. 


6.13. Die Lage des Mittelpunktes des Kreises, auf dem sich ein geladenes 
Teilchen in einem homogenen Magnetfeld bewegt, ist mit Hilfe der klassi- 
schen Mechanik durch die Ortskoordinaten x, y und die verallgemeinerten 
Impulse p,, p, auszudrücken. In den erhaltenen Beziehungen sind die Orts- 
koordinaten und Impulse als Operatoren aufzufassen und die Vertauschungs- 
regeln für die eingeführten Koordinaten des ‚„Bahnzentrums““ sowie die ent- 
sprechenden Unschärferelationen anzugeben. Man zeige, daß die Summe 
der Quadrate der Koordinaten des ‚„Bahnzentrums“ die diskreten Werte 


2hc 1 
- = N 2: 
al + ;) (n ) 


annimmt. 


6.14. Man zeige, daß die Wellenfunktion eines Teilchens mit Spin, das 
sich in einem zeitlich veränderlichen Magnetfeld befindet, in das Produkt 
der Koordinaten- und Spinfunktion separiert werden kann. 


6.15. Ein Teilchen mit dem Spin '!/, bewege sich in einem zeitabhängigen 
homogenen Magnetfeld, das die Richtung der z-Achse hat. Die Zeitabhängig- 
keit des Absolutbetrages der Feldstärke sei durch eine willkürliche Funktion 
gegeben (H, = H(t)). Im Anfangszeitpunkt t = 0 besitzt die Spinfunktion 
die Form | 


ei® cosö 
eri® sinö). 
Man bestimme die Mittelwerte der x-und y-Komponenten des Spins sowie 


die Richtung, in der die Spinkomponente zur Zeit f einen definierten Wert 
besitzt. 
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6.16. Im Gebiet x > 0 sei das homogene Magnetfeld 
H,=H,=0, HR=H 


vorhanden, und im Gebiet x <0 sei 9 = 0. Aus dem feldfreien Gebiet 
treffe ein Bündel polarisierter Neutronen mit dem Impuls p auf die Trenn- 
ebene (x = 0) auf. Man bestimme den Reflexionskoeffizienten für die 
Neutronen an der Trennebene. 


6.17. Ein Teilchen mit dem Spin !/,' bewege sich in einem homogenen 
Magnetfeld. Die Feldstärke habe einen konstanten Betrag und ändere ihre 
Richtung gemäß 


H,= Hsin®coswt, H,=Hsndsinwr, H, = Hcos®. 


Zur Zeit {= 0 habe die Spinkomponente in Magnetfeldrichtung den Wert 
+1/,. Wie groß ist die Übergangswahrscheinlichkeit des Teilchens zur Zeit t 
in einen Zustand, in welchem die Spinkomponente in Magnetfeldrichtung 
den Wert —!/, hat? 


6.18. Ein Teilchen mit dem: Spin !/, und dem magnetischen Moment u 
bewege sich in dem inhomogenen Magnetfeld 


H,=H, +kz, H,= -ky, H,=0 (dv 9 =). 


6.18.1. Man bestimme die Zeitabhängigkeit der Ortsoperatoren x(?), 
y), zn). 

6.18.2. Man bestimme die Mittelwerte der Ortskoordinaten und die Zeit- 
abhängigkeit der Streuung der Ortskoordinaten, wenn die Wellenfunktion 
des Teilchens zur Zeit t = 0 folgende Form besitzt: 


yv = px, y, Z) exp (123) () 


6.19. Ein neutrales Teilchen bewege sich in einem homogenen Magnetfeld 
von konstantem Betrag und zeitlich veränderlicher Richtung. 

Man leite die Gleichung für die Spinfunktion in der £&-Darstellung ab, 
wobei die &-Achse die Richtung des Magnetfeldes besitzt. Es ist zu zeigen, 
daß sich die Wahrscheinlichkeiten für bestimmte Werte der Drehimpuls- 
komponenten in Magnetfeldrichtung bei genügend schwacher Änderung der 
Magnetfeldrichtung nicht ändern. 


6.20. Zwei Protonen im gegenseitigen Abstand a befinden sich in einem 
Magnetfeld. Die magnetische Feldstärke 59 bilde mit der Verbindungsgeraden 
zwischen den Protonen den Winkel %. 
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Man berechne die Energieniveaus, indem man die Dipol-Dipol-Wechsel- 
wirkung als Störung auffaßt. 


6.21. Der Operator der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung von 
Kernen besitzt die Form 


H= DEE Br (9% — 3) a) nr}. 
J>k Tr 

Dabei sind r,, der Radiusvektor, der vom j-ten zum k-ten Kern führt, 3, der 
Spinoperator und g,ß%, der Operator des magnetischen Momentes des j-ten 
Kerns. 

Man zeige, daß die Diagonalelemente (m|A|m) (m ist die z-Komponente 
des Gesamtspins aller Kerne) gleich den Diagonalelementen des Operators Ar 
‚sind, wobei 


Hex = > AV Sr =7 3L,; Iyxt 
J>k 
ist, d.h. 
(m |H| m) = (m |H..l m). 
Dabei gilt 


1 B 
Ay = > gr G cos du — )D, 


worin Ö,;, den Winkel angibt, den die Verbindungsgerade zwischen dem j-ten 
und dem k-ten Kern mit der z-Achse bildet. 


Hinweis: Man drücke die Operatoren I,, und /,, durch die Operatoren 
I; =l, ti, 


I; = ls - Ui; 
aus. 


6.22. Drei ähnliche Kerne mit den Spins !/, sind starr im Raum fixiert 
und befinden sich in einem homogenen Magnetfeld. Man bestimme die 
Energieniveaus dieses Systems, indem man die Dipol-Dipol-Wechselwirkungen 
zwischen den Kernen als kleine Störung auffaßt. 


6.23. Ein Kern mit dem Spin J und dem Quadrupolmoment Q, befinde 
sich in einem Magnetfeld mit der Feldstärke 9 und in einem inhomogenen 
elektrischen Feld. Man fasse den Operator der Quadrupolenergie als kleine 
Störung auf und bestimme die Energieniveaus des Kerns im äußeren Feld 
in zweiter Näherung. 
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7.1. Aus der Ungleichung 
fir» + ZyVri’d = 0 


sind das Minimum der Energie eines Einelektronenatoms und die dieser 
Energie entsprechende Wellenfunktion zu bestimmen. Man beweise, daß 
für den Grundzustand des Atoms gilt 

2T = |vl. 


7.2. Ein Elektron befinde sich im CourLomsp-Feld eines Kerns mit der 
Ladung Z im Grundzustand. Man zeige, daß das infolge der Wechselwirkung 
zwischen Kern und Elektron entstehende mittlere elektrostatische Potential 


eZz-i) @ ) et h? 
nn Zn u 5 ee ne 1 a En De 
Y a r 


ist. 


7.3. Man zeige, daß im Grundzustand des Wasserstoffatoms 


2 
7.3.1. der wahrscheinlichste Wert von r gleich a = N 

ue 
7.3.2. der Mittelwert 1/r gleich 1/a und 


7.3.3. der Mittelwert 1/r? gleich 2/a? ist. 


7.4. Die Wellenfunktion y(t) beschreibe die Relativbewegung zweier Teil- 
chen, eines Protons und eines Elektrons. Die Koordinaten des Massenmittel- 
punktes des Wasserstoflatoms seien gegeben durch 


X=0,Y=0,Z=0. 
Man zeige, daß für die Wahrscheinlichkeitsdichte des Protons 
m+ M\| /m+M_\” 
w(t) = y t 
m m 


folgt, wobei m und M die Masse des Elektrons bzw. des Protons bedeuten. 


7.5. Wie sehen die Impulsverteilungen des Elektrons im Wasserstoffatom 
in den 1s-, 2s- und 2p-Zuständen aus? 


7.6. Zu berechnen ist das mittlere Schwankungsquadrat r2 — 72 des Ab- 
standes des Elektrons vom Kern im Wasserstoffatom für den durch die Quanten- 
zahlen n und / charakterisierten Zustand. 
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7.7. Mit Hilfe der Wellenfunktionen in Kugelkoordinaten drücke man 
die Wasserstoffeigenfunktion für n, = 1, nz = 0, m = 0 in parabolischen 
Koordinaten aus. Man beweise ferner die Beziehung 


VUn,=0, n„=0, m=n-1i (&, N, 0) = Vn,ıi=n-1, m=n-1i (r, d, ®). 


7.8. Man zeige direkt, daß sich der Entartungsgrad des n-ten Energie- 
eigenwertes des Wasserstoffatoms bei der Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 
in parabolischen Koordinaten zu n? ergibt. 


7.9. Man bestimme die Korrektion zu den Energieniveaus des Wasser- 
stoffatoms, die aus der relativistischen Abhängigkeit der Masse von der 
Geschwindigkeit resultiert (der Term von der Ordnung v?/c? ist zu berück- 
sichtigen). 


7.10. Aus der relativistischen Gleichung des Elektrons (DIRAC-Gleichung) 
folgt, daß der HAMILTON-Operator neben der Korrektion, welche durch die 
relativistische Geschwindigkeitsabhängigkeit der Masse (»v?/c?) zustande 
kommt, den Term 


enthält, wobei [| den Bahndrehimpulsoperator, 3 den Spinoperator und U(r) 
die.potentielle Energie des Elektrons bedeuten (das Potential wird als kugel- 
symmetrisch vorausgesetzt). Dieser Term kann physikalisch in der folgenden 
Weise interpretiert werden: Infolge der Bewegung des magnetischen Mo- 
mentes u (das mit dem Spin des Elektrons verknüpft ist) entsteht das elektrische 
Dipolmoment | 


N 
c 


das mit dem Kernfeld in Wechselwirkung steht. Man bestimme die von dem 
Term ZH, (der sogenannten Spin-Bahn-Kopplung) herrührende Korrektion 
zu den Energieniveaus des Wasserstoffatoms. 


7.11. Man zeige, daß das Quadrupolmoment des Wasserstoffatoms durch 


i- 32 Zn 02 : h“\ 
= -—r, r=— (a +1-3:(0+0D) — 
IE] 2 ue 


gegeben ist. 
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7.12. Zu bestimmen ist die Gesamtwahrscheinlichkeit für die Anregung 
und Ionisation des Tritiumatoms °®H beim f-Zerfall. Ferner berechne man 
die Anregungswahrscheinlichkeit für das n-te Niveau. 


7.13. Mit Hilfe der Variationsmethode ist die Energie des Grundzustandes 
eines Zweielektronensystems im Felde eines Kerns mit der Ladung Z zu be- 
rechnen. Als Vergleichsfunktion ist das Produkt der Wasserstoffunktionen 
mit einer effektiven Ladung Z’ zu wählen. Relativistische Korrektionen sollen 
vernachlässigt werden. 


7.14. Die Wellenfunktion eines Heliumatoms kann mit genügender Ge- 
nauigkeit in der Form 


7,3 _Z0ı +r3) 27 
N 3 e i ’ ZU = — 
ca j 16 


geschrieben werden (vgl. Aufgabe 7.13.). Man zeige, daß das vom Atom 
erzeugte elektrostatische Potential gleich 


rz! 2Z’r 
o(r) = 2e ( + ) e a 
r a 


7.15. Mit Hilfe der approximierten Wellenfunktion für den Grundzustand 
des Heliums (vgl. Aufgabe 7.13.) ist die diamagnetische Suszeptibilität des 
Heliums zu berechnen. 


ist. 


7.16. Unter Berücksichtigung der Austauscheffekte ist die Energie des Grund- 
zustandes für das Lithiumatom anzugeben. Als Eigenfunktionen der Elek- 
tronen wähle man die Wasserstoffunktionen für ein Elektron im 1s-Zustand 
in der Form 
[2 e —Zır 


Yıoo = 22, 


und für ein Elektron im 2s-Zustand ın der Form 


Zar 
Vz00 >= cZ;? e 2 (1 = yZar). 


Dabei sind Z, und Z, Variationsparameter, c wird aus der Normierungs- 
bedingung für die Wellenfunktion zo. bestimmt, und y ergibt sich aus der 
Orthogonalität der Funktionen yıoo und %200. Bei der Lösung des Problems 
mit Hilfe der gewöhnlichen Störungstheorie setzt man Z, = Z, = 3. Durch 
die Einführung der Parameter Z, und Z, werden die abschirmenden Eigen- 
schaften der Elektronen berücksichtigt. 
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7.17. Man bestimme die Verschiebung der Energieniveaus eines Atoms, 
die infolge der Kernbewegung entsteht. Man berechne die Verschiebung 
im Falle eines Heliumatoms für den Triplett- und Singulettzustand I1snp, 
indem man als Eigenfunktionen die wasserstoffähnlichen Funktionen der 
einzelnen Elektronen mit einer effektiven Ladung benutzt. 


7.18. Die potentielle Energie U(x, y, z) sei eine in den Koordinaten ho- 
mogene Funktion vom Grade »: 


U(ix, Ay, Az) = MUlx, y, 2). 


Es ist zu zeigen, daß der Mittelwert der kinetischen Energie in einem Zustand, 
der zum diskreten Spektrum gehört, mit dem Mittelwert der potentiellen 
Energie durch die Beziehung 


2T = vU 
verknüpft ist (Virialsatz). 


7.19. Man schätze die Größenordnung der folgenden Größen mit Hilfe 
des THOMAS-FERMI-Modells ab: 


7.19.1. den mittleren Abstand zwischen Elektron und Kern, 


7.19.2. die mittlere Energie der CouLoMB-Wechselwirkung zwischen zwei 
Elektronen im Atom, 


7.19.3. die mittlere kinetische Energie eines Elektrons, 

7.19.4. die zur vollständigen Ionisierung des Atoms erforderliche Energie, 
7.19.5. die mittlere Geschwindigkeit eines Elektrons im Atom, 

7.19.6. den mittleren Drehimpuls eines Elektrons im Atom und 


7.19.7. die mittlere radiale Quantenzahl eines Elektrons. 


7.20.) Die Energie eines Atoms ist mit Hilfe des THOMAS-FERMI-Modells 
genähert durch die Elektronendichte o(t) auszudrücken. 


7.21.') Es ist zu zeigen, daß sich die THOMAS-FERMI-Gleichung als Bedingung 
dafür ergibt, daß die Gesamtenergie bei der Variation der Dichte o(r) ein 
Minimum annimmt. 


!) In den Aufgaben 7.20.— 7.25. wird.ein Maßsystem mit e=k= u = 1 benutzt. 
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. Hinweis: Man benutze das Ergebnis der vorigen Aufgabe. Bei der Variation 
von E(e) ist die Normierungsbedingung [odr = N zu beachten (für ein 
neutrales Atom gilt N=Z). 


7.22.1) Mit Hilfe der Variationsmethode ist die beste Näherung für die 
Elektronendichte im THOMAS-FERMI-Modell zu finden. Man benutze Ver- 
gleichsfunktionen der Form 


Ae”* 
ee = 3 5 x a 
x 


wobei A durch die Normierungsbedingung |o dr = N bestimmt wird (für 
ein neutrales Atom gilt Z= N) und A der Variationsparameter ist. Die Energie 
des Atoms (Ions) ist zu bestimmen. 


Anmerkung: Bei der Wahl der Vergleichsfunktionen ist zu beachten, daß 
die exakte Lösung im Gebiet kleiner r eine Singularität vom Typ 


const 
3 
r /2 


besitzt. 
7.23.1) Man zeige, daß im THOMAS-FERMI-Modell der Virialsatz gilt. 


7.24.1) Mit Hilfe des Virialsatzes ist zu zeigen, daß die elektrostatische 
Wechselwirkungsenergie der Elektronen eines neutralen Atoms im 'THOMAS- 
FERMI-Modell gleich einem Siebentel der Wechselwirkungsenergie zwischen 
den Elektronen und dem Kern ist. 


7.25.1) In der Tuomas-FErMI-Näherung ist die zur vollständigen Ionisation 
eines Atoms (Ions) erforderliche Energie zu berechnen. 


7.26. Man bestimme die Verschiebung der Energieniveaus eines Atoms, 
die aus den endlichen Abmessungen des Kerns resultiert. Das Potential kann 
im Kern (r <a) als konstant angenommen werden. (Diese Annahme be- 
deutet physikalisch, daß die elektrische Ladung des Kerns über die Ober- 
fläche einer Kugel mit dem Radius a verteilt ist.) 


7.27. Mit Hilfe der quasiklassischen Näherung berechne man den Wert von 
w*(0) für ein Valenzelektron im s-Zustand in einem Atom mit der Ladung Z. 


!) In den Aufgaben 7.20.—7.25. wird ein Maßsystem mit e=b= u =1 benutzt. 
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7.28. Man bestimme die Komponente der magnetischen Feldstärke im 
Zentrum eines Wasserstoffatoms, die durch die Bahnbewegung des Elektrons 
erzeugt wird. Man berechne diese Größe für den 2p-Zustand. 


7.29. Wie ändert sich der Ausdruck für das magnetische Moment des 
Wasserstoffatoms bei Berücksichtigung der Kernbewegung? 


7.30. Man berechne die Abstände zwischen den Hyperfeinstrukturtermen 
für das s-Elektron des Wasserstoflatoms. 


7.31. Die Hyperfeinstrukturenergie eines Einelektronenatoms mit von Null 
verschiedenem Bahndrehimpuls ist zu berechnen. 


7.32. Ein diamagnetisches Atom befinde sich in einem äußeren Magnet- 
feld. Man bestimme (die im Mittelpunkt des Atoms induzierte magnetische 
Feldstärke. 


71.33. Aufgabe 7.32. ist für den Fall des Heliums zu lösen. 


1.34. Gesucht werden die möglichen Werte des Gesamtdrehimpulses für 
die Zustände +S, ?S,.®P, ?D, *D. 


7.35. Welche Zustände (Terme) sind für folgende Zweielektronenkon- 
figurationen möglich: 


7.35.1.ns n’s, 7.35.2. ns n’p, 7.35.3. ns n’d, 7.35.4. np n’p? 


7.36. Welche Terme sind für die Konfigurationen 


7.36.1. (np)’, 7.36.2. (nd)”, 7.36.3. ns (n’p)* 
möglich? 


7.37. Man bestimme die niedrigsten Terme der Elemente O, Cl, Fe, Co, 
As, La. (Die Elektronenkonfigurationen dieser Elemente findet man bei 
BLOCHINZEW, „Grundlagen der Quantenmechanik“, 4. Aufl., S. 508/09.) 


Hinweis: Für die Lösung des Problems benötigt man die folgenden em- 
pirischen Regeln: 


l. Für eine vorgegebene Elektronenkonfiguration besitzt der Term mit 
dem größten Wert von S und dem (bei diesem S) größtmöglichen Wert von 
L die kleinste Energie (Hunpsche Regel). 


2. Im Normalzustand des Atoms ist J= |L — S|, wenn eine nichtab- 
geschlossene, Schale nicht mehr als die Hälfte der in ihr maximal möglichen 
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Zahl von Elektronen enthält, während J=_L-+ S gilt, wenn in ihr mehr 
als die Hälfte der Elektronen vorhanden ist. 


7.38. Zu bestimmen sind die Paritäten der niedrigsten Terme der Elemente 
K, Zn, B,C,N, 0, Cl. 


7.39. Ein aus N Elektronen bestehendes System wird durch N Tripel 
von Quantenzahlen n, /, m, charakterisiert. Wie groß ist die Zahl der Zu- 
stände mit einem vorgegebenen Wert Ms der z-Komponente des Gesamt- 
spins? 


7.40. Man berechne die Zahl der zur Konfiguration n]* gehörigen Zu- 
stände. 


7.41. Man beweise den Satz: Für die Konfiguration n/* mit xs2l+1 
ist der Term mit dem größten Wert von ZL der Singuletterm mit 
L=xl—-4x(x — 2), falls x gerade ist, und der Dubletterm mitL = x/!— 4x — 1), 
falls x ungerade ist. 


7.42. Aus den Wellenfunktionen des Einelektronenproblems sind die durch 
die Quantenzahlen S, L, Ms, M, charakterisierten Eigenfunktionen für die 
Konfiguration p? zu bestimmen. 


Hinweis: Man beachte die Wirkung der Operatoren L, —iL, und 


S, — iS, auf die antisymmetrischen Funktionen der nullten Näherung. 


7.43. Man bestimme die Eigenfunktionen für die beiden ?D-Terme der 
Konfiguration d’®. 


7.44. Zwei Elektronen bewegen sich in einem Zentralfeld. Man betrachte 
die elektrostatische Wechselwirkung der Elektronen als Störung und. be- 
stimme die Störungsenergie in der ersten Ordnung für die zur Konfiguration 
npn’p gehörigen Terme. 


Hinweis: Die Summe der Wurzeln der Säkulargleichung ist gleich der 
Summe ihrer Diagonalelemente. 


7.45. Man zeige, daß für die Spin-Bahn-Störung 
Vsr = ASR 


die mittlere Störung sämtlicher Zustände eines (durch die Quantenzahlen 
L und S charakterisierten) Terms gleich Null ist. 
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7.46. Man bestimme die Aufspaltung der Energieniveaus eines Atoms 
in einem schwachen Magnetfeld, wenn 


} 
— H<|AEs,| 
2u c 


gilt, wobei AE,,. der Abstand zwischen den Multiplettermen ist. 


7.47. Innerhalb welcher Grenzen ändert sich der LAnpeE-Faktor g bei 
vorgegebenen Werten von L und 5? 


7.48. Man zeige, daß es für *D;,,-, °F,- und °G;,,-Terme keine Linien- 
aufspaltung im Magnetfeld gibt. 


7.49. Für ein Einelektronenatom (Wasserstoff, Alkalimetalle) ist der 
LAnpe-Faktor direkt aus den PAuLi-Funktionen zu bestimmen (vgl. Aufgabe 
4.21.). 


7.50. Das magnetische Moment eines Atoms ist durch den LAnDe-Faktor 
auszudrücken. 


7.51. Man berechne die Aufspaltung des Terms eines Einelektronenatoms 
in einem Feld mittlerer Stärke 


eh 
= BR 18,1). 
2u c 


7.52. Die Wellenfunktionen eines Elektrons sind unter den Bedingungen 
der Aufgabe 7.51. zu bestimmen. 


7.53. Zu berechnen ist die Aufspaltung der Niveaus eines Wasserstoff- 
h, 
atoms in einem starken Magnetfeld = H> |E.; Eu) Um die 
uc 
Störungstheorie anwenden zu können, muß die Energie des Atoms im 
Magnetfeld klein gegen die Energiedifferenzen zwischen den verschiedenen 


Multipletts sein: 
eh 
—— H < En = n1jl- 
2u c 


7.54. Man berechne die ZEEMAN-Komponenten der Hyperfeinstruktur für 
den ?,S,,,-Term (j = '/2, {= 0) im Falle eines Magnetfeldes mittlerer Stärke 


Pr Hx|AE, A) (Die durch das Feld hervorgerufene Aufspaltung ist von 
We | 


derselben Größenordnung wie die Hyperfeinstrukturintervalle.) 
4 Goldman 
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7.55. Es ist zu beweisen, daß die Summe der Energieänderungen über 
alle Zustände mit vorgegebenem M,, die durch ein Magnetfeld beliebiger 
Feldstärke entstehen, gleich 

HM,y dr 1) -— UL+D+S(S+D 

c 2IJ+D 


ist. Dabei wird die Summe über alle Jmit ÄL+S<J<s|L-S|, JzM, 
erstreckt. 


7.56. Man zeige, daß für ein Wasserstoffatom, das sich in einem homogenen 
elektrischen Feld befindet, gilt: 


7.56.1. Die Energie des Zustandes mit den Quantenzahlen /=n-1, 
m = n — 1 ändert sich nicht in der bezüglich des Feldes linearen Näherung, 


7.56.2. die Lage des Schwerpunktes des aufgespaltenen Terms ändert 
sich nicht, und 


7.56.3. Zustände, die sich nur durch das Vorzeichen der magnetischen 
Quantenzahl voneinander unterscheiden, besitzen dieselbe Energie. 


7.57. Man berechne die Aufspaltung der Niveaus eines Wasserstoffatoms 
in einem schwachen elektrischen Feld (der STARK-Effekt ist klein im Ver- 
gleich zur Feinstruktur). 


7.58. Man bestimme das magnetische Moment eines Wasserstoffatoms 
in einem schwachen elektrischen Feld. 


7.59. Zu berechnen ist die Aufspaltung des Terms mit n = 2 für ein Wasser- 
stoffatom in einem elektrischen Feld mittlerer Stärke (STARK-Effekt und Fein- 
struktur sind von derselben Größenordnung). 


1.60. Es wird ein Atom betrachtet, das unter dem Einfluß eines Stör- 
potentials x steht. Durch Anwendung der Störungstheorie erhält man als 
Wellenfunktion in erster Ordnung 


un 
y=w+t) - 


n#0 ne E, = 


und als Energie 


(Un0)” 
E=Eot+tWuo+t } =7<: 
D 2 BEE, 
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Um die Variationsmethode anwenden zu können, vereinfachen wir die 
Form der Wellenfunktion soweit wie möglich. Wegen 


je 6) oo 
’» UnoYn = —UooYo + = UnoYn = Yvolu — oo) 
n+0 n=0O 


kann y näherungsweise in der Form 


U — Uoo 
pl — > 
Y vo( £ 


geschrieben werden, wobei E’ in gewissen Fällen gleich dem Mittelwert von 
Eo — E„ gesetzt werden kann. Nachdem man die genäherte Form der ge- 
störten Wellenfunktion erhalten hat, kann man die Energie mit Hilfe der 
Variationsmethode bestimmen. 

Mittels der Variationsmethode ist die Energie eines Atoms zu bestimmen, 
auf welches ein Störpotential v wirkt. Man bestimme das Energieminimum 
für die Klasse der Vergleichsfunktionen von der Form 


v = voll + Au), 


wobei A der Variationsparameter ist. 


7.61. Mit Hilfe des Ergebnisses der letzten Aufgabe ist die Formel für 
die Polarisierbarkeit des Atoms zu finden. Man bestimme den numerischen 
Wert der Polarisierbarkeit für das Wasserstoff- und Heliumatom im Grund- 
zustand. 


7.62. Ein Wasserstoffatom befinde sich in einem elektrischen und einem 
zu diesem parallelen magnetischen Feld. Man bestimme die Aufspaltung 
des Terms mit der Hauptquantenzahl n = 2: 


7.62.1. für schwache Felder (die Energie der STARK- und ZEEMAN-Auf- 
spaltung ist kleiner als die Energie der Feinstruktur), 


7.62.2. für mittlere Felder. 


1.63. Ein. Wasserstoffatom in einem Zustand mit der Hauptquantenzahl 
n = 2 befinde sich in einem elektrischen und einem dazu senkrechten ma- 
gnetischen Feld. Man bestimme die Aufspaltung des Niveaus unter der Voraus- 
setzung starker Felder (die Energie des Elektrons im äußeren elektrischen 
und magnetischen Feld ist größer als die Energie der Feinstruktur). 
4* 
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8. MOLEKÜL 


8.1. Man gebe die SCHRÖDINGER-Gleichung für ein zweiatomiges Molekül 
unter der Näherungsannahme an, daß der Molekülschwerpunkt mit dem 
Schwerpunkt der Kerne übereinstimmt. Zur Beschreibung der Elektronen- 
bewegung ist ein mit den Kernen verbundenes rotierendes (körperfestes) 
Koordinatensystem zu wählen. Spineffekte sollen nicht berücksichtigt werden. 


8.2. Man löse die Aufgabe 8.1., indem man die Spinzustände der Elek- 
tronen berücksichtigt und im körperfesten Koordinatensystem £, n,{ beschreibt. 


8.3. Bei kleinen Schwingungen der Kerne kann die Wellenfunktion eines 
zweiatomigen Moleküls genähert als Produkt der drei Funktionen 


D,.(E:; Ni» RR 0; D); ID), X, )) 


dargestellt werden. Die erste Funktion beschreibt die Bewegung der Elektronen 
bei festgehaltenen Kernen, die zweite und dritte Funktion beschreiben die 
Schwingungs- und Rotationszustände des Moleküls. Es ist die Gleichung 
zu finden, die die Schwingungs- und Rotationsanteile der Wellenfunktion 
eines zweiatomigen Moleküls bestimmt. 


8.4. Man bestimme die möglichen Terme der zweiatomigen Moleküle 
N,, Br,, LiH, HBr, CN, die durch Vereinigung von zwei Atomen in ihren 
Grundzuständen entstanden sind. 


8.5. Wie lautet die Formel, welche die Elektronenterme in der Wechsel- 
wirkung eines Heliumatoms mit einem Wasserstoffatom bestimmt, wenn 
sich beide Atome in ihren Grundzuständen befinden? 


8.6. Zu bestimmen sind das Schwingungs- und Rotationsenergiespektrum 
eines zweiatomigen Moleküls für den Fall, daß sich die Kerne im Potentialfeld 


n- (4) 
0 20 
bewegen, wobei oe = rja ist. 


8.7. Man stelle das effektive Potential der Aufgabe 8.6., 


2 


KK+D, 


h 
Hr) + 5 
2ur 


in der Umgebung seines Minimums als Oszillatorpotential dar und bestimme 
die Energieniveaus für kleine Schwingungen. 
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8.8. Man bestimme das Trägheitsmoment und den Abstand zwischen 
den Kernen für das Molekül 'H?°’Cl, wenn die Frequenzdifferenz zweier 
benachbarter Linien in der infraroten Rotationsschwingungsbande des 'H?’Cl 
Av = 20,9 cm”! ist. 


Der entsprechende Wert von A» ist für das Spektrum von DCI zu berechnen. 


8.9. Zu berechnen ist das Verhältnis der Energiedifferenzen zwischen 
den ersten beiden Schwingungs- und den ersten beiden Rotationsniveaus 
des Moleküls HF. Das Trägheitsmoment des Moleküls HF beträgt 
I = 1,35 - 10°*° gcm?. Seine Schwingungsfrequenz ist Avyyay = 3987 cm!. 


8.10. Man berechne die Dissoziationsenergie des Moleküls D,, wenn 
das Molekül H, die Dissoziationsenergie 4,46eV und die Nullpunkts- 
schwingungsenergie 0,26 eV besitzt. 


8.11. Der Verlauf der Kurve für die potentielle Energie eines zweiatomigen 
Moleküls wird häufig durch das MoRrsE-Potential 


V= D(l — e”?P°)? 


mit &= (r — a)/a approximiert. Man bestimme das Schwingungsenergie- 
spektrum für X=0. 


8.12. Es ist zu beweisen, daß sich der Operator des Quadrates des Gesamt- 
drehimpulses eines zweiatomigen Moleküls in folgender Form schreiben läßt: 


2 
= - E- 2 sin 9 en I ee + M}. 
sin® 0% od sin” # \0o 


8.13. Die Achsen eines kartesischen Koordinatensystems, das mit einem 
rotierenden starren Körper verbunden ist, seien &, n, ©. Zu bestimmen ist 
die Form der Operatoren J;, J,, J. der Drehimpulskomponenten bezüglich 
der Achsen des starren Körpers. 


8.14. Man zeige, daß für die Operatoren J., J,, J. folgende Vertauschungs- 
regeln gelten: 


IT, = ITe = Jr, 
JJt SE J.J, = ie, 


N 
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Die Vertauschungsregeln, denen die Operatoren der Drehimpulskomponenten 
im rotierenden Koordinatensystem genügen, unterscheiden sich also von den 
Vertauschungsregeln im raumfesten Koordinatensystem nur durch das Vor- 
zeichen auf den rechten Seiten der angegebenen Gleichungen. 


8.15. In der klassischen Mechanik gelten für den EULER-PoImsoTschen 
Fall die Gleichungen 


Pater. 
dt 


Inge, 
dt 


ee rBene 
dt 


oder 


ig ze J,J.=0 usw. 
dt B C 


Es ist zu zeigen, daß die angegebenen Relationen in der Quantenmechanik 
folgende Form annehmen: 


dJ,; 1/1 1 
— +-[(-—--)(),J: + JJ,) = 0 usw. 
dt GG 0 on | 

8.16. Moleküle, die zwei oder mehr Symmetrieachsen dritter oder höherer 
Ordnung besitzen (z.B. CH,), können als Kugelkreisel aufgefaßt werden. 
Bei solchen Molekülen entartet das Trägheitsellipsoid ineineKugel(A=B=(C). 
Man bestimme die Energieniveaus eines solchen Kugelkreisels. 


8.17. Moleküle, welche Symmetrieachsen höherer als zweiter Ordnung 
besitzen (z.B. SO,, NH;, CH,C], und Moleküle, welche geringere ‘oder 
überhaupt keine Symmetrie aufweisen, die jedoch zwei identische Haupt- 
trägheitsmomente haben, können als symmetrische Kreisel mt A=B=+C 
aufgefaßt werden. 

Man bestimme die Energieniveaus eines symmetrischen Kreisels. 


8.18. Man gebe die SCHRÖDINGER-Gleichung für einen symmetrischen 
Kreisel an. 
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8.19. Man bestimme die Eigenfunktionen des Operators 


24 1 8/. 00 ı (2, 
NT —sin® —)+ BEE DAR) e FRE 
sin d 00 od sin” 9 \ 09 Oy 


cos# 6 
sin? dp pl 


—_ 2 


8.20. Zu berechnen sind die Matrixelemente des HAMILTON-Operators für 
einen unsymmetrischen Kreisel. 


8.21. Man berechne die Energieniveaus eines unsymmetrischen Kreisels 
für J=1. 


8.22. Die Wellenfunktionen eines unsymmetrischen Kreisels sind für 
J=1 zu bestimmen. 


8.23. Mit Hilfe der Eigenschaften der PAuLI-Matrizen ist zu zeigen, daß 
die ?2-Terme eines zweiatomigen Moleküls selbst bei Berücksichtigung der 
Spin-Spin-Wechselwirkung nicht aufgespalten werden. 


8.24. Man bestimme die Multiplettaufspaltung des °2-Terms für den 
Hunpschen Kopplungsfall 5. 


8.25. In der Aufgabe 8.3. wurde der Operator 


000; — iM „M: — iM.M,) + 2 Mi + 2M, En: =w 
2M 6 siin® 0 X); 

bei der genäherten Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung nicht berücksichtigt, 
da das Diagonalelement dieses Operators verschwindet. Die Berücksichtigung 
der Nichtdiagonalelemente, die zu demselben Elektronen- und Schwingungs- 
zustand, charakterisiert durch n, A bzw. v, gehören, führt zu einem Effekt, 
der als Spin-Rotations-Wechselwirkung bezeichnet wird. Man betrachte den 
Operator w als Störung und bestimme die Änderung der Niveaus des 
Dubletterms, die durch diese Störung hervorgerufen wird. 


8.26. Man bestimme die Relation zwischen dem Gesamtspin der Kerne des 
D,-Moleküls im &-Zustand und den möglichen Werten der Quantenzahl K. 


8.27. Man berechne die ZEEMAN-Aufspaltung des Terms eines zweiatomigen 
Moleküls (Hunpscher Kopplungsfall a). Das Magnetfeld wird als schwach 
vorausgesetzt, d.h., die Wechselwirkungsenergie zwischen Spin und dem 
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äußeren Magnetfeld soll klein gegen die Energiedifferenzen zweier auf- 
einanderfolgender Rotationsniveaus sein. 


8.28. Man bestimme die ZEEMAN-Aufspaltung des Terms eines zwei- 
atomigen Moleküls im Hunpschen Kopplungsfall b, wobei das Magnetfeld 
so beschaffen sein soll, daß die Wechselwirkungsenergie zwischen Spin und 
äußerem Magnetfeld klein gegen die Spin-Achsen-Wechselwirkungsenergie ist. 


8.29. Die Aufgabe 8.28. ist für den Fall zu lösen, daß die Spin-Achsen- 
Wechselwirkungsenergie klein gegen die durch das äußere Magnetfeld er- 
zeugten Energieänderungen ist. 


8.30. Man berechne die ZEEMAN-Aufspaltung des Dubletterms eines zwei- 
atomigen Moleküls, falls der Term zum Hunpschen Kopplungsfall 5 gehört 
und das Magnetfeld so beschaffen ist, daß die Wechselwirkungsenergie zwischen 
dem magnetischen Moment und dem Feld von derselben Größenordnung 
wie die Spin-Achsen-Wechselwirkungsenergie ist. 


8.31. Ein zweiatomiges Molekül, das ein konstantes Dipolmoment p 
besitzt, befinde sich in einem elektrischen Feld. Man berechne die Aufspaltung. 
des Terms für den Kopplungsfall a. 


8.32. Man löse die vorige Aufgabe für den Term im Kopplungsfall 5. 


8.33. Man bestimme die Energie eines starren Dipols p, der sich in einem 
homogenen elektrischen Feld & befindet. Das Feld ist als kleine Störung 
zu betrachten. 


Hinweis: Man benutze die Beziehung 


A 32.00, 2 23 0,2 
I 2 Ian ns. SE „OR 
21 +3) (21 +1) EEE 


8.34. Mit Hilfe der Störungstheorie soll das Wechselwirkungsgesetz zwi- 
schen zwei nicht angeregten Wasserstoffatomen abgeleitet werden, die sich 
in einem großen Abstand R voneinander befinden. 


8.35. Es wird eine Gruppe von Atomen mit kugelsymmetrischen Ladungs- 
verteilungen betrachtet. Wie in der vorigen Aufgabe gezeigt wurde, wirken 
zwischen zwei derartigen Atomen, die sehr weit voneinander entfernt sind, 
die sogenannten Dispersionskräfte. Die Dispersionskräfte besitzen Quanten- 
charakter und haben zum Unterschied von den klassischen Polarisations- 
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kräften die Eigenschaft der Additivität. Man zeige, daß die Wechselwirkungs- 
energie zwischen zwei solchen Atomen nicht von der Anwesenheit weiterer 
ähnlicher Atome abhängt, d. h., daß die Wechselwirkungsenergie einer Gruppe 
von Atomen gleich der Summe aus den Wechselwirkungsenergien der einzelnen 
Atompaare ist. 


9.STREUUNG 


9.1. Man bestimme den Wirkungsquerschnitt für die Streuung eines Teil- 
chens am Potentialtopf bei kleinen Geschwindigkeiten (die DE-BROGLIE- 
Wellenlänge ist groß gegen die Abmessung des Topfes). 


9.2. Zu berechnen ist der Wirkungsquerschnitt für die Streuung lang- 
samer Teilchen durch das abstoßende Feld 


U, für r<a, 
Id 
0 für r>a. 
9.3. Die ersten drei Koeffizienten in der Entwicklung des elastischen 
Streuquerschnitts do/d@ nach LEGENDREschen Polynomen sind durch die 
Streuphasen auszudrücken. 


9,4. Man bestimme die Streuphasen für das Feld U = A/r? und berechne 
den Wirkungsquerschnitt für die Streuung um kleine Winkel. 


9,5. Man berechne den differentiellen Wirkungsquerschnitt für die Streuung 
im abstoßenden Feld U= A/r? in Bornscher Näherung sowie nach der 
klassischen Mechanik und bestimme die Grenzen der Anwendbarkeit der 
erhaltenen Formeln. 


9.6. Es sind die diskreten Niveaus eines Teilchens im anziehenden Feld 
Ur) = —- U, exp (-r/a) 


für Z= 0 anzugeben. Man berechne die Streuphase ö, für das vorliegende 
Potential und diskutiere den Zusammenhang zwischen ö, und dem diskreten 
Spektrum. 


9,7. Man zeige, daß im Falle des CouLomp-Feldes eine eindeutige Zu- 
ordnung zwischen den Polen der Streuamplitude und den Niveaus des dis- 
kreten Spektrums besteht. 
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Hinweis: Man benutze die Beziehung 
T ( +1+ .) 
2iö, = \ 
Pi 4I= 
k 
9.8. Wie ändern sich die Streuphasen bei einer kleinen Änderung des 


Streupotentials? Für den Fall, daß das Potential selbst als Störung aufgefaßt 
werden kann, ist der Ausdruck für die Streuphasen anzugeben. 


e 


9.9. Man berechne die Streuphasen langsamer Teilchen im Feld V = «/r®. 
Die Teilchen sollen so langsam sein, daß die Bedingung uak/h? < 1 erfüllt ist. 


9.10. Zu bestimmen ist der totale Wirkungsquerschnitt für die elastische 
Streuung schneller Teilchen an einer völlig undurchdringlichen Kugel mit 
dem Radius a (es soll A < a gelten, wobei A die DE-BROGLiE-Wellenlänge 
ist). 


9.11. Man berechne in Bornscher Näherung die differentiellen und totalen 
Wirkungsquerschnitte für die Streuung in folgenden Feldern: 


9.1.1. U)=- EP —, 
r 


2 


9.11.2. Ur) = Ver, 

9.11.3. U(r) un Use", 

9.12. In der Bornschen Näherung sind der differentielle und der totale 
Wirkungsquerschnitt für. die Streuung schneller Elektronen 

9.12.1. an einem Wasserstoffatom und 


9.12.2. an einem Heliumatom: zu berechnen. 


9.13. Man berechne den Wirkungsquerschnitt für die Streuung langsamer 
Teilchen (ka & 1) im anziehenden Feld 


Mr) = -V.cosh”?rja. 
9.14. Man berechne den Wirkungsquerschnitt für die Streuung lang- 
samer Teilchen im abstoßenden Feld 


Hr) = V, cosh”? rl/a. 
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9.15. Betrachtet wird der Stoß zweier identischer Teilchen mit der Wechsel- 
wirkungsenergie U(r). Es ist der Wirkungsquerschnitt für die Streuung lang- 
samer identischer Teilchen im Falle kurzreichweitiger Kräfte zu bestimmen. 


9.16. Man berechne den Wirkungsquerschnitt für die elastische Streuung 
eines Elektrons an einem Elektron und eines «-Teilchens an einem «-Teilchen. 


9.17. Es ist zu beweisen, daß die Streulänge die folgenden Eigenschaften 
besitzt (als Streulänge wird die für E-0 mit umgekehrtem Vorzeichen 
genommene Streuamplitude bezeichnet): 


9.17.1. In einem abstoßenden Feld ist die Streulänge positiv. 


9.17.2. In einem anziehenden Feld ist die Streulänge negativ, falls keine 
. diskreten Niveaus vorhanden sind. 


9.17.3. Die Streulänge strebt gegen Unendlich, wenn bei zunehmender 
Tiefe des Potentialtopfes ein neues Niveau erscheint. 
Hinweis: Geht man von der SCHRÖDINGER-Gleichung zur äquivalenten 
Integralgleichung. über (E = 0), 
TAN 5; 
7 ee dr 


une 
” 2m) K- rl 


’ 


so erhält man die asymptotische Form von %, 


wobei die Streulänge 


a vun 


LIT 


durch die potentielle Energie und v;- . ausgedrückt wird. 


9.18. Für die meisten Kerne ist die Streulänge a der Neutronen (vgl. 
Aufgabe 9.17.) positiv (z.B. Be, C, N, O, F, Mg, Ca, Zn, Cu, Ba, Pb usw.). 
Für einige Kerne ist die Streulänge negativ (Li, Mn). 

Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Streulänge ein nega- 
tives Vorzeichen besitzt, im Falle von Neutronen, die an einem Kern mit 
dem Atomgewicht A gestreut werden. Als Modell für die potentielle Energie 
des Neutrons im Kern verwende man einen rechteckigen Potentialtopf mit 
dem Radius R = 1,4: 10°'3 A’°cm und der Tiefe Y, = 40 MeV. 
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9.19. Die Streuung von Neutronen an Protonen hängt vom resultierenden 
Spin des Neutrons und Protons ab. Bei kleinen Energien beträgt der Wirkungs- 
querschnitt im Falle des Tripletts (S = 1) 

otiP = Anla,|? & 2: 10°2* cm? 
und im Falle des Singuletts ($ = 0) 


osine = Anlao|? & 78 - 10°?* cm?. 
Wir führen den Operator a ein: 


1 + 3a da - Gb >> 
4 4 


Wie man sofort sieht, ist der Eigenwert im Triplett- bzw. Singulettzustand 
gleich a, bzw. a,. Um den Streuquerschnitt bei beliebiger Polarisation der 
Neutronen zu erhalten, muß man den Mittelwert des Operators a? bilden: 


o= Ana. 


Die Spinzustände der einfallenden Neutronen mögen durch die Funktion 


ei® cos ß 
eri“ sın ß 
(die Richtung des Neutronenspins wird durch die Polarwinkel © = 2ß, 


®D = 2& + n/2 angegeben, vgl. Aufgabe 4.12.) und der Spinzustand des 
Protons durch die Funktion 


1 
0 
beschrieben werden (der Protonenspin hat die ‚Richtung der z-Achse). Man 


bestimme für diesen Fall den Wirkungsquerschnitt für die Neutron-Proton- 
Streuung. 


9.20. Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß langsame Neu- 
tronen, die an Protonen gestreut werden, ihre Spinorientierung ändern, wenn 
vor dem Stoß die Neutronenspins die Richtung der z-Achse und die Protonen- 
spins die entgegengesetzte Richtung besitzen. 


9,21. Langsame Neutronen werden an einem Wasserstoffmolekül gestreut. 
Ist die Energie der Neutronen klein gegen die Energie thermischer Neutronen 
(A > 10”® cm, d.h., die Wellenlänge der einfallenden Neutronen ist groß 
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gegen den Abstand zwischen den Protonen im Molekül), so ist die Streu- 
amplitude gleich der Summe der Streuamplituden der beiden Protonen. 
Es gilt also 


Go + 3a ad — do ER 
rn + 


Die Protonen können sich im Molekül sowohl im Zustand mit parallelen 
Spins (Ortho-Wasserstoff) als auch im Zustand mit antiparallelen Spins 
(Para-Wasserstoff) befinden. 

Man bestimme den Wirkungsquerschnitt für die Streuung der Neutronen 
an Para- und Ortho-Wasserstofl. 


9.22. Man bestimme den totalen Wirkungsquerschnitt für die elastische 
Streuung schneller Teilchen an einer undurchlässigen Kugel mit dem Ra- 
dius a (für die DE-BROGLIE-Wellenlänge soll gelten A <a). 


9.23. Ein langsames Teilchen wird durch einen Kern mit dem Spin I ge- 
streut. Man berechne den Wirkungsquerschnitt für nichtpolarisierte Neu- 
tronen. 


9.24. Betrachtet wird die elastische Streuung eines Teilchens mit dem 
Spin !/, an einem skalaren Teilchen (Spin Null). Man berechne den differen- 
tiellen Wirkungsquerschnitt für die Streuung mit Umklappen des Spins 
und untersuche die Streuung der S- und P-Wellen. 


9,25. Man beweise, daß im allgemeinen Fall der unelastischen Streuung 
der totale Wirkungsquerschnitt © = o,-+ co, und die Streuamplitude der 
elastischen Streuung für ® = 0 durch die Beziehung 


o= = 3m f0) 


miteinander verknüpft sind. 


Hinweis: Man benutze die Entwicklungen dieser Größen nach den Bahr- 
drehimpulsen: 


fo) = 
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9,26. Wir betrachten den Grenzfall des sogenannten schwarzen Kerns. 
Der Radius R des Kerns sei groß gegen die DE-BROGLIE-Wellenlänge der 
einfallenden Neutronen. Wir nehmen an, daß alle einfallenden Neutronen 
absorbiert werden. Es sind die totalen Wirkungsquerschnitte für Streuung . 
und Absorption zu berechnen. 


9.27. Wir betrachten die Kernreaktion 
A+a-C-B+b. 


Gesucht wird die Winkelverteilung der Reaktionsprodukte im Massenmittel- 
punktsystem oder, was dasselbe bedeutet, im System des Zwischenkerns C, 
falls jeweils eine der folgenden Größen gleich Null ist: 


9.27.1. der Spin des Zwischenkerns, 


9.27.2. der Bahndrehimpuls der Relativbewegung der Reaktionsprodukte 
und 


9.27.3. der relative Bahndrehimpuls der stoßenden Teilchen (bei von Null 
verschiedenem Spin des Zwischenkerns). 


9,28. Man bestimme die Eigenfunktionen des Operators des Gesamt- 
isospinquadrates 3? und der Komponente /, eines Meson-Nukleon-Systems.!) 


9,29. Im Massenmittelpunktsystem reduziert sich die Streuung von Mesonen 
an Nukleonen auf die Streuung von Teilchen an einem festen Streuzentrum. 
In großem Abstand vom Zentrum kann eine einfallende Welle mit definierter 
Spinkomponente S, und Isospinkomponente 7, wie folgt geschrieben werden: 


(6) ia = m) äln 3). 


Dabei nimmt x, die Werte 
| für ein z*-Meson, örz —-1)=o,, 
u, =0 für ein z°-Meson, (rt) = 90; 
z, = —1 für ein n”-Meson, örz + 1) = 9_ 
an; für r, gilt 
ve für ein Proton, dfn — !},) = ww; 


t, = —!'/a für ein Neutron, ö(n + '/,) = w..- 


1) Siehe Anhang II. 
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Man entwickle die einfallende Welle nach Eigenfunktionen der Operatoren 
Ne ER 37, I: 


Hinweis: Die Parität (—-1)', der Gesamtdrehimpuls J und der Isospin I 
sind Erhaltungsgrößen des Meson-Nukleon-Systems. 

Da der Gesamtspin eines solchen Systems gleich '/, ist, bleibt der Bahn- 
drehimpuls ebenfalls erhalten. Bei der Entwicklung der einfallenden Welle 
‚nach Eigenfunktionen der Operatoren der Erhaltungsgrößen kann man daher 
statt der Summe über J, I die Summe über /, I nehmen. 


9.30. Man bestimme die Streuamplituden der Streuung von z-Mesonen an 
Nukleonen, durch die Streuphasen ausgedrückt, für die folgenden Reaktionen: 


an" +pon*’+p, 
2 +p>r +Pp 
a" +pon°+n. 

9.31. Es ist zu zeigen, daß die Streuamplituden aller möglichen Reaktionen 
eines Mesons und Nukleons auf Grund der Isospinerhaltung durch die Am- 
plituden der in der vorigen Aufgabe angegebenen Reaktionen ausgedrückt 
werden können. 


Die fraglichen Streuamplituden sind durch die Streuamplituden für die 
Zustände mit den Isospins °/, und !/, auszudrücken. 


9.32. Die totalen Wirkungsquerschnitte der Reaktionen 
n"+p>n"+p, 
an" +p>nr"+pB 
a +p>n’+n 
sollen durch die Streuphasen ausgedrückt werden. 


9.33. Im Gebiet kleiner Energien, in dem die Wellenlänge eines Mesons 
groß gegen die Reichweite der Meson-Nukleon-Wechselwirkungskräfte ist, 
rührt der Hauptbeitrag zur Streuung von den S- und P-Wellen her. 

Man bestimme die effektiven Streuquerschnitte, durch die Streuphasen 
ausgedrückt, für die Reaktionen 

n"+p>n'+p, 
an” +p>n”n" +p 


a +p>n+n. 
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9,34. Ein Bündel von r-Mesonen wird durch ein nichtpolarisiertes Protonen- 
target gestreut (d. h., im Target ist die Zahl der Protonen mit m, = '/, genauso 
groß wie die Zahl der Protonen mit m, = —'/.). Die zu Anfang nicht- 
polarisierten Protonen werden durch die Streuung polarisiert. Man berechne 
die Größe der Polarisation der Protonen, indem man nur S- und P-Wellen 
berücksichtigt. 


LÖSUNGEN 


1. EINDIMENSIONALE BEWEGUNG. 
ENERGIESPEKTRUM UND WELLENFUNKTIONEN 


272 
11. = —_ n’, vw) = 2 sin x, 
a a 


A 
cos? PX für ungerades n, 


An’ a 1 
1.3. ja(p)|” = — = ———/ 
A pa 2_2 . 2 pa 
Pu sin“ — für gerades n. 
. 2h 
h? d’y 
1.4. ——- +(E-V =0 (x<O), 
Zu 2 ( ı)Y ( ) 
h? 2 
Line: (O<x<a), 
2u dx 
h? d’y 
—— +(E-V =0 (k>a). 
Mit den Bezeichnungen 
_ Yu - 8) __V-ME . _ Yun, = 5) 


läßt sich die allgemeine Lösung in folgender Form schreiben: 
y=Ae "+ Be" &<DO), 
y= Ae” + Bei” (O<x<a), 
Wi se + B,e”” (x>a). 


Wir betrachten das diskrete Spektrum (E< V,). In diesem Fall sind x, 
und x, reelle Größen. Setzt man nun für das Gebiet 0 <x <a die Größe x = ik 
(k reell), so ergibt sich die Lösung in der Form 


v=sin(kx +6) (O<x<a). 
Da die Wellenfunktion endlich bleiben muß, folgt A, =0, B, =. 


5 Goldman 
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Es ist zweckmäßig, die Bedingung der. Stetigkeit von y und = als Stetig- 
keeb- dingnne für die logarithmische Ableitung - zu formulieren: 
%ı = kcotod, i 
—%, = kcot(ka +0). 


In diesen beiden Gleichungen lassen sich x, und x, durch k ausdrücken. 
Es wird 
2u V, 
R — 1= cotö, 


2u V. 
- Pal? — 1 = cotka +) 


Da der Kotangens eine periodische Funktion mit der Periode x ist, lassen 
sich die Größen ö und ka + ö folgendermaßen darstellen: 


_ + NT, 


Ö = arcsin 
NZ 2u Vi 


ka+tö= -arcrcsin + NR. 


2u V; 


Die Werte des arcsin liegen dabei zwischen 0 und x/2. Durch Elimination 
von ö erhält man eine transzendente Gleichung für die Bestimmung der 
Energieniveaus des diskreten Spektrums: 


— arc sin An, k= v2% u 
Y2uVı Y2uV; 


ka=nn — arcsin >d. 


Die dieser Gleichung genügenden Größen k werden am besten graphisch 
als Schnittpunkte der Geraden y = ak mit den Kurven 


| . hık ; 
y-=Nn — alcsın — — arcsın 


(Abb. 18) bestimmt. 

Wir betrachten noch den symmetrischen Potentialtopf: Y, = V;z = V. Man 
erkennt sofort, daß in diesem Fall für beliebige Werte von V und a stets 
/2u VW 

h 


mindestens ein Niveau existiert. Für a<1l läßt sich die Lage des 
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einzigen diskreten Energieniveaus leicht bestimmen. Durch Reihenentwicklung 


von z — 2arcsin = erhält man Ex V — SB 4 V’. Für beliebige Werte 


von V und a ist die Zahl der Niveaus N durch 


v2u Va 


IT 


N> >N-]1l 


gegeben. 


1.5. Wir bezeichnen die Energie des gebundenen Zustandes mit EZ (E<D). 
Mit dem Ergebnis der vorigen Aufgabe finden wir 


un) EI nm - 2aresin [1 _ a1. 
NaZ 


h i V, 


Die linke Seite der Gleichung strebt für Vu, > © gegen Null. Wir haben 
daher nur einen einzigen gebundenen Zustand (n = 1) und können setzen 


| | EI” 
arcsn |I-— =-—0%, 
r 2 


wobei & eine kleine Größe ist. Wir erhalten 


„Ye 2 [2 = 2/1El. 


5* 
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Für Y, > © folgt schließlich 


2 
Baelt, 
2h? 


1.6. 


1.6.2. Die Eigenwerte des Operators 7’ sind immer positiv. Ist yo die 
Wellenfunktion, die dem Zustand mit der niedrigsten Energie entspricht, 
so gilt daher 


6) 
(O+iP)v, = oder (+ 2)» =° 
Hieraus folgt 


Q?/2 
’ 


en = _ı1 
Vo > Coe & = "2. 


So findet man für die Energie des Oszillators 
„snt+'ı n20) 


und für die entsprechende Wellenfunktion 


Ö m 5 
„= Al - 0) e. 
x 5 0) 


Die Normierungskonstante A, ergibt sich aus der Bedingung 
+o 3 
| (do =1. 


Für den Grundzustand ist die Normierungskonstante A, = 1/V z, so daß 
man 
LE... 
Vo = Pay e er 
Vn 


erhält. 
Die Wellenfunktion des n-ten Zustandes kann durch die Wellenfunktion 


des (n — 1)-ten Zustandes ausgedrückt. werden: 


Un (0) = ChlO == iP) %n-ılO). 


Dabei. ergibt sich c, aus der Bedingung 


2 | lo - DW OR d0 =1. 
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Ä . 6 
Ersetzen von P durch -i 25 und partielle Integration liefern 


ei [und Tr O° 4 l) 9-1 do = fo "2n= = 


d.h. 
1 
C„= 7= 
San 
und 
Ö Ö n 
n = Cn We n-ı 7 CnCn- c Baer 
Y (2 )? 1 1 ‚(2 =) Vo 
Ö n 
- 4,l0 - — 
( 5) Yo 


Insgesamt ergibt sich 


1 1 ON _o72 
= Tr; O = 5) e . 
% 2’n! Y 7 | oO 
Das Polynom n-ten Grades 
2 O\ _or 
H,(0) = e*'* ale. 
(0) (2 ;) 
wird als HERMITE-ISCHEBYSCHEFFsches Polynom bezeichnet. 


1.6.3. aa’ -a’a=1; y,= Eee, Yo. 
n! 


1.6.4. (P + iO), _ı I(P + iO), 11” = 2n. 
Die Wellenfunktionen %, wurden hier reell gewählt. Daher sind die 


Matrixelemente von O und iP = u ebenfalis reell: 


— —, 


n en A n BER: n 
(Oln-ı = N (P.-ı a 


Mit den ursprünglichen Variablen erhält man 


n n— hn n n— : n ho 
Kn-1 = (K)n oe eg (Pin-1 == —(P)n = Mo A 
2uw 2 
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1.8. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
| exp (-y”) dy 
w= ————— x 0,16. 
| exp (=?) dy 
10) 


1.9. Die Wellenfunktion muß für x—0 verschwinden und für x > 0 
der Differentialgleichung für den Oszillator genügen. Wie man sofort sieht, 
verschwinden die Wellenfunktionen des Oszillators bei ungeraden n = 2k + 1 
für <— 0 und liefern für x > 0 die Lösung des Problems. Folglich gilt 


E, = ho (* 2 ,) (k = 0,1,2,....). 


2 1 ö 
(2 Yo E)an= zn 


1 


p? 
a)? = — — Ha F- >), 
n!v zum V/ uoh 


1.11. Die Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 


2 ”p 2 
Fe x oa 


hat für x — oo die asymptotische Form » » exp (—£/2), wobei & die neue 
unabhängige Variable ist: 


/2uV, ze. 
ha 


Für x > 0 ist » proportional &”* mit 


2 
N: ra 2), 
2 h 


Setzt man 
y= er el?erl? (E), 
so erhält man für u(E) die Gleichung 


+ (r +, -8)W-|2+7- 0. (1) 
2 2 4 2a J2uVo 
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Die Lösungen der Gleichung (1) sind die konfluenten hypergeometrischen 
Funktionen, und die allgemeine Lösung lautet 


3 ie 
uE) = cıF BEN +oF Bea Be 
2 22 


wobei mit & der Ausdruck in der eckigen Klammer der Gleichung (1) be- 
zeichnet wurde. | 
Aus der Beschränktheit von v(0) folgt 


Bird: 


Ferner muß gefordert werden, daß die Wellenfunktion für x > oo abnimmt, 
d.h., daß sich die Funktion u(£) auf ein Polynom reduziert. Das ist der Fall, 
wenn man x = —n setzt (n=0,1,2,...). Man findet die Energieniveaus 


2 2 
JE 20 PL Far SER a | 
a u 2 4 hi Rh 


‚Man erhält also (bei geeigneter Wahl des Energienullpunktes) das Energie- 
8Vo 


s“ 
ua 
ist die Feststellung, daß die Nullpunktsenergie eines Teilchens im Potential 


spektrum des Oszillators mit der Kreisfrequenz w® = Interessant 


x a 
OÖszillators ist. Die Wellenfunktionen besitzen die Form 


v UVo 2 1 je Vo.2 
Gr XD | — x IFiI—n,v+ -; x), 
i 2 | je a’ | ( 2 \ ha 


2 
Vo F _ 5 stets größer als die Nulipunktsenergie des entsprechenden 


l a” 
wobei » = ;( | <uRoq +1+ ) ist und die Konstanten c, aus der Nor- 


h? 


mierungsbedingung bestimmt werden können. 


1.12. In die SCHRÖDINGER-Gleichung 


gehen wir mit dem Ansatz 


24 PETE Tale 
yv=- cosh u, 4 Er. BE u ) 
a 4 Rh 


72 Lösungen 


ein. Für u ergibt sich die Gleichung 


mit 


(wir betrachten das diskrete Spektrum E < 0). 
Führt man die unabhängige Variable 


SENT: 
z= —sinh? - 
a 


ein, so führt die Gleichung auf die hypergeometrische Differentialgleichung 


„ae, M_a- du 2 _ nun M 
z(1 +; (1 2:| 2 (A )u=0. (1) 


Die in die allgemeine hypergeometrische Differentialgleichung 
d’ d 
1-9 +W-(@&+Bß+ Da - oßu=0 
dz dz 
eingehenden Parameter &, f, y sind im vorliegenden Fall 


1 
=-, g=xr-4, = x —4. 
was P 


Die zwei Lösungen der Gleichung (1), welche gerade bzw. ungerade Wellen- 
funktionen v liefern, sind 


u=r(-Arn, am 5:2) (2) 
= Ver(-i4r4 5, -Amu+ 332) (3) 
2 2 2 


Diese Lösungen führen zu beschränkten Werten der Wellenfunktionen für 
x=0(z=0). 
Damit die Wellenfunktion 


-21 
y= (cost .) u 
a 


für x> + © (z> — o) verschwindet, müssen sich die hypergeometrischen 
Funktionen in (2) und (3) auf Polynome reduzieren. Diese Bedingung be- 
deutet z.B. für u,, daß entweder A — x oder A +x ganze nichtnegative 
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Zahlen sind. Der zweite Fall ist jedoch auszuschließen, da die Wellenfunktion 
dann fürx > + 00 exponentiell anwachsen würde. Man erhältaloA —- x=k 
(k =0,1,2,...), und die Energieniveaus ergeben sich zu 


h? 2 2 
E= -— EEE ein 
2ua|2\N A 2 
Analog findet man für den Ausdruck (3), daß die Bedingung der Endlichkeit 
der Wellenfunktion für x — + oo erfüllt ist, wenn gilt 


=7 de012,,):; 


iA-rn-— 


Daraus folgt 
hx 2 2 
Eı = -—— BEE ie | 
2ua | 2 h 2 


Faßt man diese Ausdrücke zusammen, so kann man schreiben 


h? 2 2 
E, = - Ey +ı-(n+i)] (n = 0,1,2,...). 
2ua”|2 h 2 


Die Zahl der diskreten Niveaus ist gleich der größten ganzen Zahl N, die 
der ‚Ungleichung 


1 [Jun d® , 1 
vl ufd,,.! 
2 k 2 


genügt. 


Das erhaltene Energiespektrum stimmt bei geeigneter: Wahl der Parameter 
mit dem Spektrum für das Morse-Potential überein (vgl. Aufgabe 8.11.). 


1.13. In die Wellengleichung 


h? d’ | 
ae (*- Voco Fr) 0 
Zu dx a 


setzen wir 
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ein. Mit den Bezeichnungen 


2 2 
2. Er) +. -u=0, 
dx a 


Durch Einführung der unabhängigen Variablen z = cos” nx/a erhält man 
die hypergeometrische Differentialgleichung 


4 +1,-0-2 :|% +0" - A)u=d. (D) 


Vergleicht man diese mit der allgemeinen Form der hypergeometrischen 
Differentialgleichung 


2 
ER Et EL 
dz dz 


so findet man für die Parameter 
v=4, a=-v-4, P=er—1 


- Die Gl. (1) besitzt zwei Lösungen, von denen eine für z = 0 (diesem Wert 
entspricht x = a/2) von Null verschieden und endlich ist: 


ze -A5:2) 


während die zweite Lösung 
= 1 1 3 
u, = ,/zFl-v—-i+-,vr-/+-,-;2z 
* rl 2 22 ) 


für z=0 (x = aj2) verschwindet. Bei der Untersuchung des Verhaltens 
der Lösungen für z = 1 (dieser Wert entspricht den beiden Werten x = 0 und 
x = a) benutzen wir die Beziehung 


F(&,ß,y;2) = (l 9" F(e v-Bß, De 4 Ba) 
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Für u, und u, folgt damit 


w-a-gtrl-a sub) 0@ 


zZ] 


ee Vz 2 Fr —/A+ h. -—v+AH+L, s z ) (3) 
2 2 z-] 

Damit die Bedingung, daß die Wellenfunktion y für x=0 undx=a 

verschwindet, erfüllt ist, muß die Potenzreihe in z/(z — 1) aus einer endlichen 
Zahl von Termen bestehen. 

Die hypergeometrische Reihe im Ausdruck (2) für u, bricht ab, wenn 

entweder » + A oder v— A — !/, eine ganze positive Zahl oder Null ist. 

Der Bedingung v» = 0 für x = 0, x = a genügt aber nur der zweite Fall 


»-A-omk (k = 0,1,2,....). 


Die Energieniveaus ergeben sich zu 


2,2 


Rh 
Ex = [Qk + 1? + 40k + DA — 22] np (4) 
wa 


Die analoge Untersuchung des Ausdruckes (3) zeigt, daß die Energie- 
niveaus durch die Bedingung 


v-4A=1! (l=1,2,3,...) (5) 


bestimmt werden. 


Die Formeln für die Energieniveaus (4) und (5) lassen sich zusammen- 


fassen: 
sch? 
2 


E, = (n’ +4ni - 2A) 
2ua 


VER 


Dabei entsprechen die Wellenfunktionen 


—- 2, 
v. = «l|sin nz ee I I co? 
a 2 2.2 a 


ungeraden Werten von n und die Wellenfunktionen 


24 
Yn = (sin = cos”X F ER 
a a p) 2 


geraden Werten von n. 


NMIS 
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Die normierte Wellenfunktion des Grundzustandes lautet 


a +1) 
Fe | u 


ee 


Der Grenzfall V, > 0 führt auf das Problem eines Teilchens im Potential- 
kasten (vgl. Aufgabe 1.1.). Die Größe A wird Null, und für die Energie- 
niveaus folgt erwartungsgemäß 

sh? 


. 2u a’ 


En 


Im entgegengesetzten Fall A > 1 erhält man für die niedrigen Niveaus (n & A) 


Be ha (n = B (n=1,2,...) 


o=- I—. 
a u 


Dieses Ergebnis folgt. auch, wenn man die potentielle Energie in der Um- 
gebung des Punktes x = a/2 entwickelt und sich auf quadratische Terme 
beschränkt. 


mit 


1.14. Im betrachteten Fall existiert nur ein kontinuierliches Energie- 
spektrum, und die Eigenfunktionen sind nicht entartet. 
Wir gehen in der SCHRÖDINGER-Gleichung 


h2 2 
a rege 
2u dx 
von der Orts- zur Impulsdarstellung über: 


Eee 
2u dp 


Die zum Eigenwert E gehörende Lösung 
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dieser Gleichung ist die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung. Wir nor- 
mieren die Funktion a(p) auf ö(E — E’): 


| ie, 
d.h. 
cor [oxp| -2e — E) | = cc* 2nhF(E- E)=ÖE-E), 


woraus folgt 
1 


Y/arnıhF 


cC-= 


Die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung lautet 


+0 w 
Z EN Tl. = | 6 5 “)| - 
[0 e) u 
Zei Se du, 
ee 
gs (> + )* ae er)”. 
F h 


Das Integral kann durch die Aırysche Funktion ®(g) ausgedrückt werden: 


0-7 AN cos (*, + ug) du, = 4) 
IT IT 


1.15. Für das vorgegebene Potential lautet der HAMILTON-Operator 


He ey in ar) N); 
2u 2 Op 2 Op 
Wegen 


exp (Br n a(p) = a(p + bh) 
Op 


läßt sich die SCHRÖDINGER-Gleichung als Differenzengleichung schreiben: 


1 
=. p’ap) + : Fa a) oa 00) = Dal): 
u 
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1.16. 
2 +0 
2a Y Ya (« iE = = Eatk), 
2u -o b 


to ; 
k = vo)=Y Vucao (-2), v„=V*,. 


1.17. Die Wellenfunktion lautet im Gebiet O<x <a des Topfes 


2 E 
Y = (ı eXp (iX) + Ca eXp (-it1X%): %ı = er 
und im Gebiet —b <x <0 der Schwelle 
Y=Cz3exXp (ÜX2X) + ch eXp (iX), 2 = reI7 


Wegen y(x) = consty (x + /) (die Konstante ist dem Betrage nach 1, ferner 
ist/= a + b) folgt für das Gebiet der nächstfolgenden Schwellea <x<a-+b 


y= elflfcez exp [ixz(x — DI+ cs exp [-ixz(x — DI. 


Aus der Stetigkeitsforderung an die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung 
in den Punkten x = O0 und x = a resultieren vier Gleichungen: 


Cı + CC; =C3 + Cy, 


ikl 


5 Be ib nb 
cı eıa + oe ina _ e (C3 € ira + ei*2 y 


Hılcı — C2) = Kallz — Ca); 


1 -i -isb ix>b ikl 
%ı(cı e Mrz Ca e =) = Ho(C3 e ee C4 er ) e’ . 


Dieses Gleichungssystem besitzt nur für 


2 


2 
xı + % 


cos kl = cosx,acosx,.b — 
21 #2 


sin x,a sin #25 (1) 


eine nichttriviale Lösung. 
Wir betrachten zwei Fälle: 


a) E<V,, %, Imaginär. 
Schreibt .man x, = ix, so ergibt sich aus der Gl. (1) 


2 2 
KT— a: 
cos k/] = cos x,a coshxb + 


sin x,a sinh xb. (2) 
2x1 K 
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Die Bereiche erlaubter Energien sind daher durch 


2 2 
won. 
—-1 < cosx,acoshxb + 5 !sinx,asinhxb < 1 
#ı% 


festgelegt. Zur Klärung der allgemeinen Gesetzmäßigkeiten für die Lage 
der erlaubten Bänder betrachten wir den Grenzfall 


Yu Pe, <ı, a>b, E<V.. 


Mit der Abkürzung ei ab =y lautet die Gl. (2) in dieser Näherung 


sin x,a | 
cos ka = y ——— + cos xıa. (3) 
xıa 


Abb. 19 zeigt die Funktion 


sin xıa 
——— + 005 x 
a 


in Abhängigkeit von x,a. Die erlaubten Energiebänder sind auf der Abszissen- 
achse durch fette Linien gekennzeichnet. 


za SM X, Q+C05 0 


RE Te BEE PN ETT 
2a A a 


Abb, 19 


An jeden Punkt x,a = nr schließt sich rechtsseitig ein Bereich verbotener 
Energie an. Wie aus der Abbildung hervorgeht, werden die verbotenen Energie- 
bänder mit zunehmender Bandnummer immer enger. Die Breiten der ver- 
botenen Bänder lassen sich leicht abschätzen. Die linke Seite der Gl. (3) 
wird gleich (— 1)”, falls 


cos (#0 - 9) = (-N)"cosp, tanpg=—, 


%,a 
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d.h. x,a=nn und x,a = nn + 20 ist. Hieraus folgt, daß die Breite der 
verbotenen Bänder gleich 2» ist. Für große n gilt 


ort. 


AT 


b) E> V,. In diesem Fall ergeben sich die Energiebänder aus den Un- 


gleichungen 
2 2 
x T%# .. ; 
— = sinz,asins;b< +1. 
2% #2 


—1 <S cosx,acosx,.b — 


1.18. Die Energieniveaus E, folgen aus der BoHrschen Quantenbedingung 


| pir=n(n+z)h (1) 
p= [2 (* +V, cosh“"?). 
a 


Dabei sind x, und x, die durch die Bedingung p = 0 definierten Umkehr- 
punkte, und für den betrachteten Fall des diskreten Spektrums gilt EZ, <O. 
Wir berechnen das Integral 


IE) = | [24 (F + V, cosh”* .) dx, 
B. 51 a 


indem wir beiderseits nach E differenzieren. Dabei wird die Ableitung des 
Integrals nach der oberen und unteren Grenze Null, da der unter dem Wurzel- 
zeichen stehende Ausdruck in den Punkten x, und x, verschwindet. 

Es gilt also 


mit 


d [7 dx u 
El. 
2u (F + V, cosh 5 
a 
Mit z = sinhx/a erhält man für dieses Integral 
dI | = dz ua 
— = ua T——— 5 Tr 
 V2ulEl +2) + Vol V-2uE 

Hieraus folgt 


KE) = -aY-yMe@®E+cC. 
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Die Konstante C ergibt sich aus der Bedingung, daß das Integrationsgebiet 


sich für E= —V, auf einen Punkt zusammenzieht: 
(on V.) = 0. 
‚Es ist also 


nE) = Helm -N-En. 


In quasiklassischer Näherung erhält man somit die Energieniveaus 


h2 217 2 
2ua h 2 


Die Zahl der Niveaus ist 


SETIZER 


Nie 


Die Berechnung der Energieniveaus mit Hilfe der Quantenbedingungen (1) 
ist gerechtfertigt, wenn die Zahl der Niveaus groß ist, d.h. für 
2u [24 "Vo 
hz 
Ist diese Bedingung erfüllt, so stimmt der Ausdruck (2) für die Energieniveaus 
mit der in der Aufgabe 1.12. berechneten exakten Formel für E, überein. 


> 1. 


1.19. 
1.19.1. E = (r 4 ;) 0 (n=0,1,2,...). 
1.19.2. on 

De u | un + (" & -)| = (n=0,12,..). 


1.20. Der Mittelwert der kinetischen Energie im stationären Zustand y, 
(die Wellenfunktion wird dabei als reell angenommen) ist gegeben durch 


Er h2 2 h2 2 
= ni | En dx. 
2u dx 2u) \ dx 


In quasiklassischer Näherung erhält man für das klassisch erreichbare Ge- 
biet (a <x<b) die Wellenfunktion 


ee | ee, re, 
/p h 4 


a 


6 Goldman 
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woraus folgt 


URL > pd«—-N\. 
2p' dx R Ja 4 


Man setzt diesen Ausdruck in das Integral für T ein und kann sich bei der 
Integration auf das klassisch erreichbare Gebiet beschränken, da y, außer- 
halb dieses Gebietes exponentiell abnimmt. Ersetzt man die Quadrate der 
stark oszillierenden trigonometrischen Funktionen durch ihren Mittelwert 
!/, und vernachlässigt das Integral, das den oszillierenden Faktor 


Fe T 1.1” 7 1 2° TE\- 
sin! - dx — -\cosI! — dx -— -]| = -sın[ - dx —- - 
Gl, .) f I» .) 2 Gl. ) 


enthält, so folgt 


Die Bedingung 


dA 
dx 


R 


dp 
= ep 


dx 


<]1l 


für die Anwendbarkeit der quasiklassischen Näherung bedeutet, daß der 
zweite Term unter dem Integralzeichen klein gegen den ersten sein muß. 
Unter Benutzung der Quantenbedingung findet man deshalb 


Die Konstante A, folgt aus der Normierungsbedingung 


b x 2 pb 
vi den A, ee pd«-! Ba 2 
ap hJa 4 2 Jap 


Differenziert man andererseits die Quantenbedingung 


[vr = [me - Yodx= ann ;) 


a 
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nach n, so erhält man 


= 1. dx .dE, [ dx | 
u I 4 —=n%h, 
an Ja V2u(E, u V) dn Ja p 
woraus folgt 

> _ 24 dE, 

"nk dn 


Mit Berücksichtigung der letzten Gleichung ergibt sich für die mittlere kine- 
tische Energie der Ausdruck 


= 2,2 | 2 1\1 1 
1.212. 7T_°% ee + (n+ ;)\(* +5) 
2ua” sch” 2 2 


1.22. Aus dem Virialsatz folgt 


2T=v V, 
mithin gilt 
E= 2 +» T. 
y 


Setzt man in diese Beziehung die mittlere kinetische Energie 


2 dn 2 


ein (vgl. die vorige Aufgabe), so erhält man die Gleichung 


. _ 2+tvdE 1 
E= —(n+- 
2v  dn 2 


mit der Lösung 
2y 
E= const- (" + 3 


Zur Bestimmung der Konstanten benutzen wir die Quantenbedingung 


IE) = >| Vu — ax’) dx = nh (" = 3 s 


6* 
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aus der wir 
a _ [u | "__& 
dE E 


v 


erhalten. Wir berechnen das Integral mit Hilfe der Substitution u = = 4 


— „IT = 
EN en 
d y\ E\a I 


Daraus folgt 


const = 


1A) 


Insbesondere erhalten wir für v»=2, a = 


E = ho(n + !],). 


Für v — oo ergibt sich das Spektrum eines Rechtecktopfes. Dabei muß jedoch 
in der Quantenbedingung n + '/, durch n + 1 ersetzt werden. 


1.23. Als Ausgangsgleichung dient die BoHRsche Quantenbedingung 
| /2u IE —- V(x)] dx = sh (" + ;) 
X 


die bei vorgegebener potentieller Energie V(x) das Spektrum (genauer n(E)) 
bestimmt. Da Y(x) nach Voraussetzung eine gerade Funktion ist, folgt 


2 | Vi [E — V(x)] dx = nA (" + 5 (1) 


mit x, = -X, =a, E=Vla). 
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Die Aufgabe läuft also darauf hinaus, die Lösung der Integralgleichung 
(1) zu finden. Sie lautet?) 


Dabei ist x(V7) die Umkehrfunktion von V(x), a2 wird als Funktion von E 
betrachtet, und E, ist die Nullpunktsenergie. *" 


1.24. Aus der SCHRÖDINGER-Gleichung folgt, daß w’’ eine Singularität 
der Form ö(x) besitzt. Daher hat y’ an der Stelle x = 0 einen Sprung, und 
y ist stetig. Integrieren wir die Gleichung in der Umgebung des Punktes 
x=0(, so finden wir 


z {yp+0) — Y(-0)} = qy(0).. 
Zu 


Daraus ergibt sich die normierte Wellenfunktion des Grundzustandes 


je ng 
y=JYnebl, De 


Die Bindungsenergie ist 
2,2 2 
E- _R “__ RT 
2u 2 


Dieses Ergebnis kann verallgemeinert werden. Haben wir es mit einem solchen 
Potentialtopf zu tun, daß es erstens nur einen gebundenen Zustand mit einer 
Energie |E| & |V | gibt und zweitens die Abmessung a des Gebietes, in dem 
das Potential wesentlich von Null verschieden ist, klein gegen die Länge 
ist, über die sich die Funktion y wesentlich ändert, so kann V(x) durch das 
äquivalente Potential —gö(x) mitq = — [72 V(x) dx ersetzt werden. 


Beide Bedingungen führen auf dieselbe Forderung 


2 


h 
1 <. 
ya 


1) Die Aufgabe hängt eng mit dem Problem der klassischen Mechanik zusammen, die 
potentielle Energie eines Teilchens aus der vorgegebenen Schwingungsperiode als Funktion 
der Teilchenenergie zu- bestimmen (vgl. LAnpAU und LirscHiz: Mechanik, Akademie- 
Verlag, Berlin 1962, wo die Lösung dieses Problems angegeben wird). 
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Dann gibt es nur einen gebundenen Zustand mit der Energie 


2. DURCHGANG DURCH EINE POTENTIALSCHWELLE 


2.1. Im Metall (x < 0) besitzt die zum Eigenwert EZ gehörende Wellen- 
funktion die allgemeine Form 


y = bei* + Be vv SV 2uE +- Vo)- 
v 


Im Gebiet x > 0 hat die Eigenfunktion die Form einer aus dem Metall 
auslaufenden Welle: 


Ya = ac”, k= 2/2 E. 


Am Metallrand müssen die Wellenfunktionen y, und y,; sowie ihre Ableitungen 
stetig sein: | 


Yıl0) = Yıll), a=b+e, 
yıl0) = YO), ak=(b—- c)x. 


Das Verhältnis der Stromdichte der reflektierten Welle zur Stromdichte der 
einfallenden Welle ist gleich dem Reflexionskoeffizienten: 


Ro = ( Ey „(GE 2) - vs | 
x» + k VE+V+VE) WE+NtYVE" 
Der Reflexionskoeffizient ist gleich 1 für die Elektronenenergie E = 0, nimmt 
mit wachsender Energie stark ab und beträgt für E> Vo 
a 
"T16E? 
Im Grenzfall EZ < V, wird 


Ro N 1 u 4 Je 
Vo 
Für normale Metalle gilt Vu x 10eV. In diesem Fall hat der Reflexions- 


koeffizient für Elektronen mit einer Energie von E = 0,1eV den Wert 


Ro — 0,67 . 
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2.2. In der SCHRÖDINGER-Gleichung 
h” 7 - (.xja —1 
Ka Ve” +D ]y=0 (1) 
setzen wir ge 
Euler yon mit k- = E 


Für die Funktion u(£) ergibt sich die hypergeometrische Differentialgleichung 
EL -Hu'+(1- ik) - Hu - aru = 0 


B Y2u Vo, 
Rh 


mit 


*o 
Die Lösung der Gl. (1), die für x oo (£—0) endlich ist und asymptotisch 
eine laufende Welle c e’‘* darstellt, lautet 
v=C er Fliße — k)la, -Ur+k)a, 1-— 2ika; = 
1. Sad 
Um den Reflexionskoeffizienten berechnen zu können, muß man die Form 
der Wellenfunktion im Innern des Metalls bestimmen (x — %): 

Il — 2ika) I(-2ika) 
IX-ia + k)a) I(1 — i(k + x)a) 
IX1 — 2ika) I\(2ika) 
I(i6& — Ka) T(1 + ix — k)a) 


Ixx 


VDC 


— ixX 


+c 


Damit ergibt sich der Reflexionskoeffizient zu 


_ |T@ika) T[-i@ + Ida] TIL — ü« + Mall’ _ sinh? nat — k) 
° ITC-2ika) Tfie — k)a] I + ix — Kal| sinh?nalx + k)' 


Bei der Berechnung von R, benutzt man die folgenden Beziehungen: 
Iz+1 = zl&), 
IXz) I(1 — z) = r/sinsz, 
I*(ix) = I(-ix) 


(x ist eine reelle ganze Zahl). Für a — 0 folgt die Formel für den Reflexions- 
koeffizienten R, im Falle einer rechteckigen Potentialstufe (vgl. die vorige 
Aufgabe). 
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Man überzeugt sich leicht von der Gültigkeit der Ungleichung R, < Ro. Der 
Reflexionskoeffizient ist also bei stetiger Änderung des Potentials kleiner 
als bei sprunghafter Änderung. Für a=1Ä, V, = 10eV und E = 0,1eV 
findet man R, = 0,23. 


2.3. Wir betrachten einen Strom von Teilchen der Energie E< V,, die 
sich von links nach rechts bewegen. Im Gebiet III wird die Wellenfunktion 
durch die laufende Welle 


ikx 1 
Yın = Ce”, k= V2uE 


dargestellt. Im Gebiet I sind eine einfallende und eine reflektierte Welle vor- 
handen: 
Yı = eik* + Act. 
Im Gebiet II ist die allgemeine Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 
2 


ho, 
—— Y%ı — (E - Vo) Yıı = 0 
2u 


von der Form 


“x ANXxX 1 ’ Er 
Yıı = B,€ + B, © N = 2u(Wo — E). 


Die Koeffizienten A, B,, B, und C resultieren aus der Stetigkeitsbedingung 
für die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung. 
Für x = 0 folgen aus diesen Bedingungen die Beziehungen 


1+A=B,+B, ikl- A) = «Bı - B,). 
Analog ergibt sich für x = a 
B,ke” + Be” = Ce, Be” — B,e”") = ikC ei", 
Aus diesen Gleichungen folgt 
k’ + x” 


A = C er (gr Br e”°) ee cu IL e u ee 
Aikx h Aikx 
B, wu c ( Be u ika—xa 
2 x 
B; = Ar 2 .) ae 
% 
4ik = 
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Da die einfallende Welle in y, gleich e’** angenommen wurde, ist die Durch- 
lässigkeit durch 


D=CC* 


gegeben. Man erhält 
Ak’? _: 
(k? + x?) sinh? xa + Ak’? 


Wir merken an, daß die Durchlässigkeit für A — 0 (Übergang zur klassischen 
Mechanik) gegen Null strebt. 

Für xa>1,d.h.V, — E> h?/2ua?, nimmt der Ausdruck für die Durch- 
lässigkeit eine besonders einfache Form an: | 


Dx je ( — r.) eXp EZ _ Ba. 


0 0 


Wir betrachten zwei konkrete Beispiele: 

a) Ein Elektron mit der Energie E = 1eV durchdringt eine Potential- 
schwelle mit V,=2eV unda=1Ä. Für D erhält man den Wert 0,777. 

b) Auf dieselbe Potentialschwelle möge ein Proton mit der gleichen Energie 
auftreffen. In diesem Fall erhält man die außerordentlich kleine Durchlässig- 
keit D = 3,6 : 101°, 


2.4. 
(k? — x?) sin? xa 


Ak’a? + (k? — x?)” sin?” xa 


) 
(* _ > [ZuE, rn = = /2u(E = ro) 


2.5. Für den Fall E< V, kann man die Wellenfunktion aus den Aus- 
drücken für die Wellenfunktionen in der Aufgabe 1.12. durch Vorzeichen- 
änderung von E und V, gewinnen. 

Die zur Energie E gehörige Wellenfunktion besitzt die allgemeine Form 


— 2% a . 
v=cı (cos?) F(-i + =. —i — em - — sinh? ) 


a 2 a 
NR, 
+6 & .) sinh X 
a a 
xF Een Lu >, —sinh? * (1) 
2 2 2 2. 2 a 
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Die Koeffizienten c, und c, erhält man aus der Bedingung, daß die Wellen- 
funktion für x — + & die asymptotische Form y x e’%* haben muß. 

Die Ermittlung der asymptotischen Form von (1) geschieht mit Hilfe der 
Beziehung 


. _IVIE-), = ee 
F(«, ß,y; z) NOW 0 z) Foo+ yatl 2) 
I) Da — P) 


9° FB +1-yß+1-o; .) 


4 


Ic) Iy- 
Es folgt 


- iku 


VÜ%x>-o IF (-1* ja, — A - ) eikx 
1 ika 
+ (cıBı u c,B;) (> ;) el, 0) 
1 —ika 
VY>r+o I IA + C,A,) (5) e-ikx 


ika 
+ (cıBı + c2B;) (5) er (3) 


mit 


er k 1 
r( i yr(ar 2 7) 
2 2 
[3 
1 BL= 
, 
== 1 ik ka\ 
r(- ee zyr(a a fe 5) 
2 
No: 
a k oe 
r(- + = a A ar 
2 2 
(3 
r (5) Piko) 
B; = 7 
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Das unterschiedliche Vorzeichen vor dem Koeffizienten c, in den Ausdrücken 
(2) und (3) erklärt sich dadurch, daß sinh x/a eine ungerade Funktion ist 
und der zweite Term in (1) beim Übergang von positiven zu negativen x 
sein Vorzeichen ändert. 

Die Forderung, daß für + oo nur eine hindurchgelassene Welle vorhanden 
sein soll, führt zu einer Beziehung zwischen den Koeffizienten c, und c;: 


c/Aı + CA, — 0. 
Für die Durchlässigkeit erhält man 


_ JeıBı + CB]? 


D= - = 
Icı Aı — C2A2l 


Setzt man in diese Formel die Ausdrücke für die Koeffizienten A,;, A>, Bı 
und 5, ein, so folgt nach einfachen Umformungen 


De a in 2 
sinh’rrka + cos“ = *. nz 
und 
D= TR 3E.1. 7 DE für ne 2: 


sinh” x ka + cosh” ä NAT, Voa’h”? = ) 


2.6. Die potentielle Energie des Elektrons ist von der in Abb. 10 gezeigten 
Form. Die Durchlässigkeit beträgt 


Dxexp Pe NT | 
0) 


wobei die Punktex = Oundx = x, = |E|/F das Gebiet begrenzen, in welchem 
sich nach der klassischen Mechanik das Teilchen nicht aufhalten kann. Rechnet 
man das im Exponenten stehende Integral aus, so findet man 


Drxeap E Ye I), (1) 


Zur Frage der Anwendbarkeit dieses Ergebnisses bemerken wir, daß die 


h2 2/3 
quasiklassische Betrachtung innerhalb des Gebietes x — xo S e ;) in 
| u 


der Nähe des klassischen Umkehrpunktes x, nicht zulässig ist. Die Formel (1) 
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ist anwendbar, wenn dieses Gebiet kleiner als die Schwellenbreite x, = |E|/Fist: 
2 1/3 A, 
Re < ka oder V2u EI? >1. 
F hF 


Die letzte Bedingung ist also der Forderung äquivalent, daß die Durchlässig- 
keit klein ist (D<]). 

Die Durchlässigkeit D nimmt mit wachsendem |E] schnell ab und mit 
wachsendem F zu (vgl. Tab. 1). 


Tabelle 1 
Durchlässigkeit 


FI[V/cm] | 106 | 5. 108 107 2.10° | 3.107 | 5-10? | 108 


Ohne elektrische Bildkraft 


E=-2V | 10-% |1,3.10-"|3,5.10-® | 6- 10-5 | 1,5. 10-3 0,02 0,14 


E=-3V |10°22| 1,3.10°2213,5.10-16|) 19.108 | 7.10% | 3.10% | 0,029 


\ E=-5V 10382 6.10% [2,5.10-7| 1074 | 2,5.10°7 15.10-% 


Mit elektrischer Bildkraft 


E=-2V|10° | 8.107153 | 1,3. 106 


E=-3V}10°20| 5.107 | 7.1014 


E=-5V/10®| 8.105 | 10% 


Wir merken an, daß dieser Ausdruck für kleine x (von der Größenordnung 
des Abstandes zwischen zwei Atomen) seine Gültigkeit verliert. Für die 
Berechnung der Durchlässigkeit ist der genaue Verlauf des Potentials in 
diesem Gebiet jedoch unwesentlich. 

Die, Durchlässigkeit beträgt 


x2 2 x2 
Da opi-,| r(1e BZ) ak = op; | pazt, 
N x 4x h x 


t) Ist die Durchlässigkeit gleich 1, so kann das Teilchen nach der klassischen Mechanik 
aus dem Metall austreten. 


2. Durchgang durch eine Potentialschwelle 93 


Dabei findet man die Umkehrpunkte x, und x, aus der Bedingung, daß 
dort der klassische Impuls des Teilchens verschwindet: 


2.32.32 
Das Integral 
x2 DEE x2 e? 
| va-v| IEi- Fx — — dx 
u en 4x 


ist ein vollständiges elliptisches Integral. Durch Einführung der unabhängigen 
Variablen € = F|E|"'x reduziert sich das Integral auf eine Funktion eines 
Parameters: 


2 3: ER VeF 
dx = =D — R — j 
[> en ey), Y DIE] 


Dabei gilt 
Ba rn 
90) = | Na - yEt—Ed. 


& 


Die Integrationsgrenzen &, und £, folgen aus der Bedingung, daß der unter 
dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck verschwindet. Man erhält 


D.= exp [-kopWy)] 
mit 
|E]"? 


4 —— 
kı = -N2 
h) sv 2u F 


Die Durchlässigkeit ergibt sich ohne Berücksichtigung der elektrischen 
Bildkraft (y = 0) zu D = e”" (vgl. Aufgabe 2.6.). Die Werte von o(y) sind 
in der Tab. 2 angegeben. Der Einfluß der elektrischen Bildkraft auf die Durch- 
lässigkeit einer Potentialschwelle ist aus den Daten der Tab. 1 ersichtlich. 


Tabelle 2 
y 0 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 .0,8 0,9 1,0 
o(y)| 1,000 | 0,951 | 0,904 | 0,849 | 0,781 | 0,696 | 0,603 | 0,494 | 0,345 | 0,000 
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2.8. Die Wellenfunktion hat die Form 
y, = Asinkx, O<x<a, 
vu = Be” + Be”, a<x<a+rb, 
yYı=Csnkßa+b—-x), a+b<x<2ar+b 


_V2uE ._ /2uv, — E) 
ho ) 


k 


Die Stetigkeitsforderung an die Wellenfunktion und ihre Ableitung liefert 
die Beziehungen 


Asinka = Be" + B,e“, 

Ak cos ka = x(B, e” — B,e ”), 
B,e@tD | B, eetD _ Csinka, 

u(B, er? _ B,e +9) = —-Ckcoska. 


Eliminiert man aus diesen Gleichungen B, und B,, so findet man 


(Funke + ı Act = X tanka - 1 ©; 
k k 


Ftanka-1 Ae”= Ftanka+1 C; 
k k 


Aus der Bedingung des Verschwindens der Determinante 


Ftanka+ri\e® -[ltanka-1 
k k 


“tanka-1\e* —-(tanke +1 
k k 

“ tanka+1i er + “tanka-1i j 
k k 


Diese Gleichung bestimmt die Energieniveaus. 
Benutzt man die Ungleichung 


folgt 


«b>|1, 
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so läßt sich die letzte Gleichung näherungsweise darstellen in der Form 


k k _, 
tanka = -- T2-e”, 
N % 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist klein. In nullter Näherung erhält man 


(k & x): 
2_2z2 
NIC nach 
k=-; Ei” = 2° 
a 2ua 


Das sind die Ausdrücke für die Energiewerte eines Teilchens, das sich in 
einem Potentialkasten befindet (vgl. Aufgabe 1.1.). 
In der nächsten Näherung gilt 


I Mn A n = 10 2, Irlgs 
a AXo aXg 
E® EP 1 7 
E,= E92 zu ee =: ul — 29). 
AXo AXo h 


Die ersten beiden Terme 


( 
EN = EV _ 2E, 
n N ax 
hängen nicht von b ab und sind die genäherten Werte der Energieniveaus 
für ein Teilchen, das sich in dem in Abb. 20 dargestellten Potentialtopf be- 
findet (b > o0). 


vo) 


Vo 


Abb. 20 
0 q X 


In dieser Näherung sind die Niveaus entsprechend der Möglichkeit, das. 
Teilchen im Gebiet I wie im Gebiet III vorzufinden, zweifach entartet. Die 
Berücksichtigung der Endlichkeit von 5, d.h. der Möglichkeit des Durch- 
gangs des Teilchens durch die Potentialschwelle, führt zur Aufspaltung der 
Niveaus. Diese Aufspaltung ist exponentiell klein. Wir ermitteln in der 
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betrachteten Näherung die Koeffizienten A, B,, B, und C. Dem niedrigeren 
Niveau 


; E? 
FeEr.4 n e *ob 
AXo 


entsprechen die Koeffizienten 


B, = (-1)"-! ko embt) 4 


Ko 
GA, ® 
B; SE (_ 17-1 6 ga 4A, 
%o 
dem höheren Niveau 
E: - E 3 ag e*ob 
| UXo 


antisymmeltrische Wellenfunktionen 
(oberes Unterniveau) 


(unteres Unterniveau) Abb. 21 
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die Koeffizienten 
B, ei _ (pr a *o(a tb) A, 
*o 
= —-4A, 
n— 1 Ko 


%o 


g*o@ A 
® 


A läßt sich aus der Normierungsbedingung bestimmen und ist gleich 1 Re a 
(bei der Berechnung des Normierungsintegrals kann ma die Beiträge des 
Gebietes II vernachlässigen). 

Dem niedrigeren Niveau entspricht also die Wellenfunktion 


—ı1 . 
yv=a 2 sinkx, 


EEPERTIE + ee 2 > 
Yu = (-1)” 1 a er x0(x-.a) EB e xo(a+b 2), 
0 


Yın = a2 sinkQRa+b-—-x), 
während man für das höhere Niveau 
vr =a "”sinkx, 


in ei ee - a 
Yu = (-1)" 1 a us fe x0(x —a) —e xo(a+b 2, 
0) 


yn = -a ®?sinkQa+b-x) 
findet. In der Abb. 21 sind die Wellenfunktionen fürn = lundn = 4 graphisch 
dargestellt. 


2.9. Für das Gebiet x < —b erhält man die Wellenfunktion 


c I a 
v-—op| -; | Ip] “| 
pl \ x 


(die Lösung muß im Unendlichen verschwinden). 
Im Gebiet -b<x<-a gilt 


7 Goldman 
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im Gebiet -a<x<-+ta 


ne ei & ra) 4 m 2 Ip] %) 
a hl 2/Ipl 4 Aloe 
"N Fe ; = ' | )) 
+ wi z [> dx x); Zei - e „| ia) 
er a >. . 3, | is); 
m“ (el neilne) 
er Tu f | F. ) _ F | " I; [» | ) 


Für ta <x< + 5b erhält man analog 


Rh 2 Ef: 
y=csin|- par)en (-, | Ip| Bi 
AR Rh -a 2/p 
xop(-12- | par) + (iz +:| 2) 
4 h +a Wr +a 
1 -a 1 +a 
+2ccos[- | pdx\exp|[- \pl dx 
0) =D Ü -a 
lep(-i5+;| pa) + (17 -,| pe)! 
/p h +a /p A h a 
a +a 
er sn (| p dx on (-,| ld - 12) 
ur _ 2 4 
1 +a 1 +ta 7 
+ 2cos| - dx = dx +i- 
AGBS IHE2) 
. p+rb . pe -+b | -a 
xop(-; pde+- p dx sin ! p dx 
h)r h). „2 \J- 
I. 7 IR 
xexpl -—- | |pldax +i-)-+ 2cos| - dx 
( BL n HE ) 
ı[* > eb 2 pkb 
x exp|- dx — i-\,exp| - dx — - dx]. 
ee rei], >“) 
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Schließlich ergibt sich, wenn man diese Lösung in das Gebiet x > +5 fortsetzt: 
1 1 b 1 b " 1 +a 
v= 5 u pdx)cos|- | pax)\exp| -—- | Ipldx 
er pl 2 a ha h)-a 
1 b 1 b 1 +a 
+ 2cos[- | pdx |sin! - dx \exp | - dx 
Y En) 
1 x 
x (=; | pl ir) 
h b 
1 b 1 +2 
— =? F |>®) or(- 1 Ip] “) 
"An Ip! a h)=a 
5 1 b 1 ta 1 x 
+ Acos"[- | pdx)exp(- | I|pldx ),exp[- | |Ipl dx). 
N Ja h\_. h)o 


Damit die Lösung für x > + oo gegen Null strebt, muß der Koeffizient von 


EXP Al Ipl dx) 
h Jo 


verschwinden: 


3 1 b 1 +a 
— sin” | - dx Jexpl —-- dx 
GR ) »( ML ) 
1 D 1 +a 
+ 4 cos” Glr®) exp (| |p] ir) =:0: 
Daraus folgt 


cot 2 dx] = Fe e. . | dx 
z 2 "7 p rn B . 


Setzt man die Durchlässigkeit der Schwelle als klein voraus, so erhält man 
als Bedingung für die Bestimmung der Energieniveaus 


ıp BE ee | ı[* 
- I pdx = n+-N+-e&xp[ —- dx. 
‚|? -( } 2 e( |e ) 


Wir bezeichnen mit Ei” die Energieniveaus einer einzigen Potentialmulde: 
5 | 
| V2uE” - V)d= .(n + ;) 


Die Energieniveaus in den beiden Potentialmulden, E, = Ef” + AE,, finden 
wir aus der gewonnenen ‚Quantenbedingung, indem wir N; 2u(E,- V) in 
eine Reihe nach AE, entwickeln und uns. auf den in AE, linearen Term 
T7* 
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beschränken: 


. pb +a 
lauern) 2 Alma 


oder 
7, +a 
AE,= + exp[-2| Iplax), 
277 Rh). 


wobei w die Kreisfrequenz der klassischen Bewegung in einer einzigen Potential- 


mulde ist: 


@ a p 
Die Aufspaltung des Energieniveaus E(” ist gleich 2|AE,]. 


2 +a 
2.10. 7 = exp Gl |p| a) 
) N) _a 


2.11. Im Gebiet 5, < x < a,;ı der n-ten Potentialschwelle läßt sich die 
ENeree folgendermaßen schreiben: 


1 x 
y= Fızia x\+7 r \ I ) 
Er (- AR N ho. 
C 1 An+i 1 An+i 
= — &xp| —- Ip] a4] pl “) 
( |, h x 
ex a DIR. dx 
7m (; \ ä il, ä ) 


und wenn man diese Funktion in das Gebiet der (n + 1)-ten Potentialschwelle 
Darzı <X < a,;> fortsetzt, erhält man 


1.7, | OR Eee : 
= — op (- ‚| Ip ) Im (-, | Ip ) 
In b 2 A) 


ntri 


Dn+1 An+1” 
x cos A p %) + D„exp (;| pl ir) 
Rh]. %)». 


n+i1 


1 Da+1 16° 
xsn([-| p at —op(; | pl dx) 
Gi \ u Dn+t ; 


n+i 


An+i bn+1 
x 2—-(C,exp = pl dx \sin 2 p dx 
| hs, Rhanız 
1 An+i 1 bn+1 
+2D,&xp|- pl dx |cos| - p dx)». 
| h b h An+i 


n 
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Mit den Größen 


1 (® 
pl di = N Iplde=-=1| Ipla=r, 
7 bi R by- 
1 bi 1 ba 4 b 
| ra=;| r@- | pd<=c 
N). Rh Ja a 
1 2 N 
läßt sich der Ausdruck für y im Gebiet der (n + 1)-ten Schwelle wie folgt 
schreiben: 
era 
eXp Ipldx \!—e"coso + D,e’sino 
ec Ip] bn+ı 2 
I exp ( | pl “) {-C,„e”"sino + 2D,e’coso} 
Cy+1 1 ” Da+1 1 ö 
e&xp| -- \pl dx — exp Ipl ax ), 
er bu +1 Br bn+1 
wobei 


Ca 
C.ıı = —e"coso + D,e*sino, 
n+1 2 n 


D,+1= -C„e"sino + 2D,e”cosc 


ist. Der Zusammenhang der Koeffizienten C,;ı, D,;ı und C,, D, kann 
mit Hilfe einer Matrix dargestellt werden: 


= = A (1) 


CRREN, de”’coso e’sino es C, 
—e "sino 2e’coso/ \D, D, 


Dy+1 


Wendet man die Beziehung (1) N-mal an, so erhält man den Zusammenhang 
zwischen C,, Dy und Co, Do: 


Ce; le”’coso esino \“ /C, er 


Dy —e "sino 2e’coso Do Do 


Die Wellenfunktion des stationären Zustandes muß sowohl für x <a, als 
auch für x > b, abnehmen. Daher muß man fordern, daß C, = Dy = 0 
gilt. Das ist aber der Fall, wenn das Element (A”),, verschwindet. Die Be- 
dingung (AY).2 = 0 bestimmt das Energiespektrum des Problems. Zur Be- 
rechnung des fraglichen Matrixelements betrachten wir die Matrix 


Y 4t r” 2 2“ N 
Sedeij2M In 2 
2! N! 
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Wie man sofort erkennt, genügt die Matrix S der Gleichung 
I 48 (2) 
mit der Anfangsbedingung 


S(0) =1. 
Die Gl. (2) lautet ausführlicher 


.- a _ ( A * 
dt $z1 Sa y Ö S21 S22 


oder 
ds ds 
11 — %S11 In u PS21> 12 = %S1> + BS>2; 
dt dt 
ds dS 
Ran aan 


Da die Bedingung, welche das Energiespektrum bestimmt, in der Form 


geschrieben werden kann, genügt es, das zweite Gleichungspaar zu betrachten. 
Setzt man 


S12 fe: $, = get, 
so folgt 
fa =oaf+Pßg, gA=yf+ög. 


Die Größe A ergibt sich aus der Gleichung 


a—A B 
v0ö-il 


=0, #7 - i(2e + ) cosco+t1=0, 


die zwei Wurzeln A, und 1 besitzt. Wegen A,A, = 1 kann man },., = e*"* 


setzen mit 


cosu= (« + Fa cos cc. 


Für A, # A, erhält man die den Anfangsbedingungen S,;(0) = O und S;,(0) = 1 
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genügende Lösung in der Form 
Sı2 = let = 9); 


(A, — o)et! - (A, — o) ee? 
N ee na 
/ı — Ar 


Die Bedingung, die das Energiespektrum des Problems bestimmt, ergibt 
sich dann in der Form 


ee en ee 
22 a) Koi 1 1 2 2 . 


Wir setzen ın diesen Ausdruck 


+: 
ha ze” 


ein und vernachlässigen e”” in der Formel für cos u (das entspricht der An- 
nahme, daß die Durchlässigkeit der Schwelle klein ist): 


cosu & e’coso. 


Unter dieser Voraussetzung nimmt die Eigenwertbedingung eine einfache 
Form an: 


sin(N+D)u _ 
sin u 


0. 


Diese Gleichung besitzt die Wurzeln 


NIT 
u >= 
N+1 


mit Ausnahme von u = 0, r, 2r. 
Für cos u existieren N verschiedene Werte: 


TC 
coSU = cos re (n=1,2,...,N) 


oder ausgeschrieben 


K% L® mm 
cos | - dx\=|exp[ —- dx \Icos 
6.) - ei) 
1:77 
o(-,| IIdx) 
Rh), 
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klein ist, kann man die letzte Beziehung schreiben 


1 [: 1 1 [” sen 
_ dx=rim+-\+|jexp[ —- dx \ |cos 3 
EHE IE 


(m = 0,1,2,...ın=1,2,...,N). 


Damit haben wir die Bedingung für die Bestimmung der Energieniveaus 
im Potentialfeld Y(x) gewonnen. Sie weist weitgehende Ähnlichkeit mit der 
Quantenbedingung für das Feld einer einzigen Potentialmulde auf. Die 
Gl. (3) sagt aus,. daß das Energiespektrum im Feld V(x) in groben Zügen 
das Energiespektrum einer einzigen Mulde darstellt, in dem alle Niveaus 
in N Unterniveaus aufgespalten sind. Wir bestimmen den Abstand AZ, 
zwischen den zum gleichen Niveau gehörigen Unterniveaus. Es gilt 


bi en ng ee bi 
h)a, 2h a VE - V) 
=r|m+ 2 + [exp e. "ip! dx \ [cos — (n=1,2 N) 
2 „ . N ne 1 „» my ee, 9 
woraus mit 
® ER, CE 
folgt 


hol’ 1. NIT 
AEn = —|ıxp[ —- p| dx | |cos nz 1,2..:,.:N): 
= [or( | ie )| ı 


bi 


Der Abstand zwischen oberem und unterem Unterniveau ist gleich 


>hw 1. TC 
—— | exp| —- | |pl dx | |cos ; 
TT h bi N + 1 


2.12. Im Gebiet x < —b gibt es im Sinne der Problemstellung nur eine 
nach — oo fortschreitende Welle: 


. p-b 
v-zen(;| per) 
p Wr 


Setzt man diese Lösung in das Gebiet x > b fort, so erhält man den folgenden 
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Ausdruck für die Wellenfunktion: 


. (x b +a 
yv= exp (4? a): (=, | pl dx + 5) cos (| ph) 
Y \lı 8 h Ja 2 h)-a 
2 b 7 1 +a 
+ 2exp[ - dx — i-)\cos| - dx 
re 
» px i b +a 
+ Es eXp = p dx 2 exp = pl dx | cos I p dx 
p Rh), 8 h ja ha 
1 ta 2 b 1 +a 
— isn[ - dx )+ 2exp[ - | |pl dx \cos[ - dx)». 
ee 
Die quasistationären Niveaus ergeben sich aus der Bedingung, daß es keine 


nach + oo auslaufende Welle gibt. 
Setzt man im letzten Ausdruck den zweiten Term gleich Null, so erhält 


man 
1 +a 1 2 b 2 b -i 

cot | - dx) = i!-exp[| —- dx) + 2exp[ - dx i 
een) 


Setzt man die Größe 


b 
exp (=; | pl “) 
R Ja 


als klein voraus, so findet man 


7% \ ii > 2 
- dx=n|in+-)-—- -e&xp[ —- dx |, 
ee) 


woraus die Bedingung für die Bestimmung der quasistationären Niveaus 
E‘” und ihrer Breiten I’ folgt: 


+a BE PREREREE ERGEBEN 
3 S2uE® - nix =(n+,)n eV. 2 


No 2 
=eeX _ | dx\=J°’ 
3. or (=; 1 ) 


eo 
-a V2u(Ei® - V) 
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Die Durchlässigkeit ergibt sich zu 


D(E) = 14 exp ( [ pl “) cos” G [> “) + sin” E > a)‘ N 


Für die Werte E, die mit einem der quasistationären Niveaus übereinstimmen, 

gilt D(EP) = 1. Für |AE]| < |E{P| folgt 

T* 

DIE” + AE) = — ———. 
T” + (AE)? 

Abb. 22 zeigt den Verlauf von D(E) in der Umgebung eines quasistationären 

Niveaus. 


DE) 


Abb. 22 


2.13. Es gilt für x < O 


y= eikx 3 Aemik, Be ET 


und für x > O0 


v= Bei, 


Integrieren wir die SCHRÖDINGER-Gleichung in der Umgebung des Punktes 
x =0, so finden wir, daß y’ einen endlichen Sprung erleidet. Folglich ist % 
stetig. Die Koeffizienten A und B ergeben sich, indem man die Lösungen 
stetig aneinander anschließt: 


Ri, ER. uq 
1+i$s 1i+is kh? 
Die Durchlässigkeit ist also 
1 
D= IB Ik = 2.2 
er 


k?n* 
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‚Diese Formel gilt sowohl für q > O als auch für q < 0. Im letzten Fall gibt 
es ein diskretes Niveau: 


2 
ng 
Eo = Br 


Daher gilt in diesem Fall 


u E 
E+ JE 
Diese Energieabhängigkeit von D ist charakteristisch, wenn A>.a gilt, 


wobei a die charakteristische Dimension der potentiellen Energie ist. 


2.14. Da V(x) eine gerade Funktion ist, wird die Wellenfunktion des 
stationären Zustandes entweder gerade oder ungerade sein. Daher genügt 
es, das Gebiet x > 0 zu betrachten. 

In diesem Gebiet lautet die SCHRÖDINGER-Gleichung 


Au > % zn, (1) 


vV+ky=xöx-A)y, k’= r re 


Integriert man diese Gleichung in der Umgebung des Punktes x = a, SO 
erhält man 


ya +0) = ya — 0) = ayla). (2) 
Die der Gl. (1) genügende ungerade Funktion besitzt die Form 

y= sinkx für x<a, 

vy=Asin(kx +06) für x>a. 


Aus der Stetigkeitsbedingung für die Wellenfunktion und aus (2) folgen 
die beiden Gleichungen 


sinka = Asin(ka + 0), 
Akcos(ka +6) - kcoska=xsinka. 


(3) 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daß das Energiespektrum, wie erwartet, 
kontinuierlich ist. Bei vorgegebenem E kann man A und ö bestimmen. 

Wir bestimmen nun diejenigen Werte von E, welche den Koeffizienten A 
zum Minimum machen (solche Werte von E werden als quasistationäre 
Niveaus bezeichnet). 
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Aus (3) folgt 
2 u, 2%. 
A vun a NO 


In unserem Fall gilt x/k > 1, und A wird eine kleine Größe sein, wenn sin ka 
näherungsweise gleich Null ist. 
Wir setzen 


sin ka = sin (nn + e), 


wobei & eine kleine Größe ist. Vernachlässigen wir die Terme höheren als 
zweiten Grades in e, so finden wir 


2 2 
Retrze + e=(irke). 


Wir wählen e so, daß A = 0 wird. Dazu setzen wir 


em 
e= —-- [I- <1l). 
x \% 


Für die Energien 


wird die Amplitude der Wellenfunktion im Gebiet |x| > a nahezu gleich 
. Null sein. Führen wir die Rechnung für die gerade Wellenfunktion 


y= coskx für x <a, 
y=Acos(kx +6) für x>a 


durch, so erhalten wir 


Man sieht sofort, daß das Spektrum für x — oo durch eine einzige Formel 
beschrieben wird: 


2 
wach 


m=:.1.2,22), 
2u(2a)” . 


> 
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d.h., die quasistationären Niveaus gehen in die Niveaus eines Teilchens 
ım Potentialkasten über (vgl. Aufgabe 1.1.). 


2.15. Man erhält 
ur u x —1 
D=!1+—. sin? 2ka + — cos” 2ka + — sin 2ka cos 2ka 
4k k k 


2ug 2 _ HE 


= 22° h2 


Wir betrachten den Fall x/& > 1. Wir nehmen an, daß die Energie E 
des Teilchens gleich dem Wert eines quasistationären Niveaus ist. Es ist 
dann 


sin 2ka = 28 ( — 2) cos2ka =1. 


% 
Setzen wir die Werte von # in den Ausdruck für D ein, so folgt 
Dx]1 
(vgl. Aufgabe 2.12.). 


2.16. Da sich das streuende Teilchen in zwei Energiezuständen &, (& = 1,2) 
befinden kann, läßt sich die Wellenfunktion des ‚Systems folgendermaßen 
schreiben: 


= ' 
en ber 


Der Energieoperator des Systems setzt sich aus der kinetischen Energie 
p?/2u des Elektrons, der Energie 


&ı 0 

0 & 
des streuenden Teilchens und der Wechselwirkungsenergie zusammen, die 
gleich dem hermiteschen Operator 


gesetzt werden kann. 
Infolge der Wechselwirkung mit dem Elektron kann das Teilchen aus einem 
Energiezustand in den anderen übergehen. 
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Die SCHRÖDINGER-Gleichung lautet 
2 P 
rare Bun) Ha) 1 ur) 
2u 0 5% 1 0/) \w.(x) %2(X) 
Die Komponenten dieser Gleichung sind 


h2 
= In (Dyu + qw,(O)ö(x) = (E a &,) Yı> 


= 2, M + qyı(O)öl&) = (E — 82) Y2- 
Wir nehmen an, daß sich das Elektron von links nach rechts bewegt und 
sich das Teilchen anfangs im Zustand e, befindet. Dann ergibt sich für x < O 
ver de”, 
y = Be, k,= /2uE -e,)j%? 
und für x >0 
yvı= Ce”, 
vw, = De”. 
Aus den angegebenen Gleichungen folgt, daß y, für 
D=B, 
1+4A4=C 


stetig ist und y, bei x = 0 einen Sprung erleidet: 


; ; 2 
yi(+0) — yil-0) = =: qy2(0), 


1 I 2 
y3(+0) — (0) = = ap). 
Deshalb gilt 
k(C+H+A-D= GgB. 
3 
2ik,B = Er gc 


und folglich 
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Die Wahrscheinlichkeit für den Durchgang ohne Anregung beträgt 


und für die Wahrscheinlichkeit der Reflexion ohne Anregung ergibt sich 


| 
2 
w.= 14’ =1c- 1? = | |. 
Er ze 
h”) kıkz 
Im Falle der Anregung sind schließlich Durchgang oder Reflexion gleich 


wahrscheinlich (die Wahrscheinlichkeit ist dem Strom und nicht |v|? pro- 
portional): 


2 (&) 1 
W, = 2|B]? K; = NA) Kıkz 
ki 1+ ug . 1 . 
2 
h") kık; 


3. VERTAUSCHUNGSREGELN. UNSCHÄRFERELATION. 
ZERFLIESSEN VON WELLENPAKETEN 


3.1. Wir betrachten zunächst den Fall eines Satzes von Wellenfunktionen 
y; für diskretes Spektrum. Die Mittelwerte der Operatoren A und B in dem 
durch die Funktion y (y = ),a;y,) charakterisierten Zustand sind 


A — > a; Air; B= y a; Birk. 
i,k i,k 
Wir führen die nichtnegative Größe J(A) ein: 


IV) =D Au + AB)a)* DD Au + AB.)a} 2 0 


(hierbei ist A ein reeller Parameter). 

Faßt man die Terme mit gleichen Potenzen von / zusammen und beachtet, 
daß die Operatoren A und B hermitesch sind (A; = Ali; Bi = Bü), so findet 
man 

JA) = 2 (at Auduaı + Üla;(ArıBiı — BuAs)aı + Max BuBuaı} 
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Dabei ist C der hermitesche Operator 
1 


Da die quadratische Form J(A) nichtnegativ ist, gilt 
442B? > (C)2. 
Die Operatoren 


AA=A-A 
und 
AB=B-B 


genügen denselben Vertauschungsregeln wie A und 2: 
AAAB — ABAA = iC. 


Man erhält 


Aa» (AB) > - 


Analog kann man diese Beziehung für einen kontinuierlichen Satz von Wellen- 
funktionen beweisen. Der Ausdruck 


JO) = IC + AB) y}* ((A + iAB)y} dr 


(A ist eine reelle Zahl) ist nichtnegativ und kann folgendermaßen umgeformt 
werden: 


70) = | {CAy)* — iACBy)*) {Ay + i2By} di 


= | (w*A?y + iAv* (AB — BA)y + Ay*B?y} dr. 
Tatsächlich gilt wegen der Hermitizität des Operators A 
[rip = | vr Agydt. 


Der restliche Teil des Beweises verläuft wie oben. 
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3.2. Gehen wir so wie bei der Lösung der vorigen Aufgabe vor und wählen 
A komplex, so erhalten wir 


(Csin + D cos 9)” 


(A) (BJ? > ? 
wobei & beliebig ist. 
Mit 
C= osin«, 
D= 0 COS &, 
0 = (O? + D) 
folgt 


ER 2 cos p- 0. 


Da 9 willkürlich ist, erhalten wir mit @ = «& schließlich 


a ar > HDi 
u 4 


EEE EP 2 2 
3.3. (Ag)? (AF)? 2 2 i 
4 |op 


3.4. Die Energie des Oszillators im stationären Zustand ist durch 


1 1 1: K& 
E = |y(x)! — p? + <kx?\ vr) dx = — p? + x? 
ik 5. 3 Ir ) rt, 


gegeben. Wegen 
p?® = (p - P)? + (P)? = (AP)? + (p)? 
x? = (Ax)? + (&)2 


p=0, X=0 
Er BE ee 

E = — (4p)? + < (Ax)?. 
u 5x ) 


Aus der Unschärferelation 
2 


I 
Apy (Ax%” > _ 
Gun 


8 Goldman 
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ergibt sich 
h° k —— 
+- (Ax)*. 
8u(lAx)” 2 
Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung nimmt für 
(Ax)’ = 2 
2N\ uk 


E=z 


ein Minimum an, so daß 


En at | = 
 2Vu 2 


folgt, wobei = | 2 ‚die Frequenz des Oszillators ist. 
u 


3,5. Im betrachteten Fall kann man die Abschirmung des Kernfeldes 
durch die übrigen Elektronen vernachlässigen. 
Die Energie des K-Elektrons beträgt 


E-P_Ze 
2u r 
Wegen p X hr (r gibt die Ausdehnung des Gebietes der Lokalisierung an) gilt 
2 2 
Ex - k se ER (1) 
2ur r 
Dieser Ausdruck hat ein Minimum bei 
h? a 
r’_ = > = — 
Zeu Z 


(a = 0,529 - 10”® cm ist der Radius der ersten BoHrschen Bahn). 
Man erhält die Energie 


Ez -—- — = -Z’.135eV. 


Berücksichtigt man die relativistische Korrektion für die Massenänderung, 
so findet man statt (1) 


Ze? 2 
E 2 {woc* + c’p?}” — ee 


222117 2 
ch Ze 
> Inde‘ + 2 


2 = m ol 
r r 
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Hieraus ergibt sich die Energie 
E > uoc{(1 — »2Z2)® — 1} mit & = e2fhec. 


3.6. Die Abmessungen der Gebiete, in denen das erste bzw. zweite Elek- 
tron lokalisiert sind, seien r, bzw. r,. Dann sind die Impulse der Elektronen 
auf Grund der Unschärferelation durch 


h R 
pı *— bzw mr — 
ri T2 


gegeben, so daß die kinetische Energie von der Größenordnung 


wi ,ı 
Zu\ı © 


ist. Die potentielle Energie der Wechselwirkung zwischen den Elektronen 
und einem Kern mit der Ladung Z beträgt 


und die Wechselwirkungsenergie der Elektronen ist von der Größenordnung 


2 
€ 


rı Fr 


Um die Energie des Grundzustandes zu bestimmen, betrachten wir die Ge- 
samtenergie 


®/ı ı 01 2 
un Er) ze e 


2 ’ 
1% rı Ya rj 1) Yı + Fa 
‚welche für 
2 
r r ki 1 
ee I ee 
ne z—4 


ein Minimum annimmt. Die Energie des Grundzustandes eines Ions mit 
zwei Elektronen und der Kernladung Z beträgt also 


1\? ue* 1° 
ER EIZe) Fa Zei) Roy: 


8*r 
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Vergleicht man mit den empirischen Daten, so ergibt sich eine in Anbetracht 
der einfachen Rechnung bemerkenswert gute Übereinstimmung. 


= | we | ıw* | De B* | 
Erheor in Ry) | —1,125 | -6,125 | -ı5,12 | -28,12 | -45,12 | 66,12 
Exp in Ry) | -1,05 | -5,807 | -14,56 | -27,31 | -44,06 | -64,8 


3.7. Nein. 
3.8. po ist der Mittelwert des Teilchenimpulses. 
3.9. Zum Beweise benutzen wir die Operatorbeziehung 


p = de: — ıH), 


‚die für den Fall gilt, daß der HAMILTON-Operator nicht explizit von der Zeit 
abhängt und kein Magnetfeld vorhanden ist. Der Mittelwert von p in dem 
zum diskreten Spektrum gehörigen Zustand % ist 


p = Ev *(Hr — ıH)y dr. 
Wegen der Hermitizität von A folgt 

- iu 2 

en {H*y* ip — y*LHy) dr. 
Da für einen stationären Zustand 

Hy = Ev, H*w* = Ey* 
gilt, erhält man schließlich 

p=0. 


3.10. Die Wellenfunktion y(x, 2) eines freien Teilchens ist mit w(x, 0) 
durch die Beziehung 


NT za. a wur ( a” ) ” 
verknüpft, wobei 
1 = i 
Susan. 0 = 
a) = | RI op 2 dx 


= | War (mx) a 


J 
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ist. Die Funktion a(p) ist nur für solche p-Werte wesentlich von Null ver- 
schieden, die der Bedingung 


A 


genügen. Ist diese Bedingung erfüllt, so ändert sich der oszillierende Faktor 


ol 
(=) 
für die im Intervall 


-Ö<X<H+Ö 


liegenden x-Werte nur wenig. Daher kann man y(x, /) näherungsweise in 
der Form 


h 
1 BU; i p 

wuX, D) ES ——— a(p) exp !- -— —1)\d 

nn a, Zn 21 ))* 


h 
FERN 1 i v 7 
vr, dx (Or hy" EXP 1 (po = Du )! \ „Ap + Do) 


Ei 


. 2 
f[e-e)-£e 


darstellen. Aus der letzten Beziehung folgt, daß die Wellenfunktion y(x, !) 
nur dann wesentlich von Null verschieden ist, wenn sich der oszillierende 


Faktor | 
. 2 
I Po p 
ex _ x —11 - —1! 
Sa u ) Zu l: 


für die im Intervall -Alö <p < + A/ö liegenden p-Werte wenig ändert. 
Daher beträgt die Breite des Wellenpaketes im Zeitpunkt 7 größenordnungs- 
mäßig | 


oder 


3.11. Zur Lösung der Aufgabe ist es erforderlich, die Wellenfunktion 
(x, iD) zu bestimmen, die der SCHRÖDINGER-Gleichung 


n® = Ay (69) 
ot 
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genügt und für t= 0 einen vorgegebenen Wert (x, 0) annimmt. Hängt H 
nicht explizit von der Zeit ab, so läßt sich die Lösung der Gl. (1) in der Form 


1 D = ul) exp ( -i Bi) 2) 


schreiben, wobei y,(x) die zeitunabhängigen Eigenfunktionen des Operators 
H sind: 


Hy) = EnyaX). 


Wir bestimmen nun die Entwicklungskoeffizienten von y(x, 0) nach dem 
System der Eigenfunktionen y,(x): 


v0) = Ya), 2, = [vo Yx, 0) de. 


Die Funktion 
> AnYu(X) exp ® Eu) 


genügt der Gleichung (1) und stimmt für = 0 mit y(x, 0) überein. 
Es gilt also 


vx, I) = ), apı(lX) exp 5 m ) 
oder 
= [616960 3) 
mit 
6.6, = DO vu) exp & { Bi), 
Zur Lösung des Problems genügt es daher, die GREEnsche Funktion G,(E, x) 


zu berechnen und die Gleichung (3) zu benutzen. 


3.11.1. Im Falle der freien Bewegung erhält man die Eigenfunktionen 


1 ‚pr p 
Yr(E) = Onnr exp ( r) E, = — 


und die entsprechende GREENsche Funktion 


re 
6,8, ?) -| On *P r E 0) 2 I} 


3/a . 
X u >\2 
fanen, ex — t —— ; 
(5 -) ; F 12 | | 
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Da laut Aufgabenstellung 
1 ie 
1,0) = ——— exp ! - — + — 
a 2 | 


gilt, erhält man 


3/2 
u 1 
L, t = A en GETETR 
YL 9 | (5 = (76?) 4 


2 ® > [} 
4 LPo0 It 2 12 
x ex — I + — + —- (tr — do, 

. | 2° 5 a 9 i 
woraus folgt 


1 


WEN“ 
2,3/ 
(nö ) 2 ( + er) 


vl, f) — 

iht ipot 

male le 

2 (14 0:) uö Zu h 
u 


Die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich zu 


j 

* 6° Pe\] 
vl, NM) ye,d = |nö|1+ Ber exp ı — 

Ö 


f 2 


r\l 
Pr: 


{i Ay 
14 


Dieser Ausdruck zeigt, daß sich der Schwerpunkt des Paketes mit der Ge- 


_ Po 


FPot 
h 
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schwindigkeit po/u bewegt. Die Abmessung ö, des Paketes, die zu Beginn 


größenordnungsmäßig gleich ö ist, ändert sich zeitlich gemäß 


2,2 
=, 148 
u 


Die Verteilung im Ortsraum bleibt jedoch immer eine GAuss-Verteilung. 
Schätzt man die Zeit 7 ab, in welcher sich die Abmessungen des Paketes 
um die Größenordnung seiner anfänglichen Abmessungen ändern, so er- 


hält man 


TNn — 


öu 
h 
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Für 1 > r wachsen die linearen Abmessungen des Wellenpaketes proportional 
der Zeit: 


ÖL I a L: 
u 
Wir betrachten einige Beispiele. 

Für ein Elektron, das zu Beginn in einem Gebiet von ö x 10° cm lokali- 
siert ist, ergibt sich 7 größenordnungsmäßig zu 101°. Für ein „klassisches“ 
Teilchen mit u = 1g und ö = 107° cm findet man r = 10!’ s x» 3 Milliarden 


Jahre. 


3.11.2. Für den Fall der eindimensionalen Bewegung eines Teilchens im 
homogenen Feld V = — Fx lauten die Wellenfunktionen (vgl. Aufgabe 1.14.) 


to 1 R E 
ver) = A rer du, q= are 


1/3 
.-(r) ER. 


In/F 


Für die Greensche Funktion ergibt sich 


GE, = | "ZE exp (5 er) ve) ver) 


oa 


+o j 
— | dE exp (52) 
+0 3 3 
x | du dv on| -:(2 — o) + (7 = a) 
mit =-o 3 & 3 
E 
= & + — f 
-(e+7)0 


Wir integrieren zunächst über E: 


+o BR 3 
G,(&,x) = 4° I du dv exp (5 _ z — vExR + x) 
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Unter Beachtung der Eigenschaften der ö-Funktion führen wir die Inte- 
gration über v aus und formen den Ausdruck im Exponenten auf eine für 
die nachfolgende Integration über u besonders geeignete Weise um: 


2 
G,(&,x) = SEN, -L ann = ur + ah, x] 
& En h 2xh 2 


F\” ir „,da’h in 
ii or Ge: 
n ah h AFt 
Für die Greensche Funktion folgt schließlich 


Hr Ft iFt : 2 
G,(&,x) = = Ei 1-,(42) + Eee re Ay &) } 


Für F > 0 geht dieser Ausdruck erwartungsgemäß in die GREENsche Funktion 
der freien eindimensionalen Bewegung über. Die zeitliche Entwicklung der 
Wellenfunktion, die für r = 0 vorgegeben ist: 


2 en 
y(x, 0) = (nö?) 7 op (- 2 +) 


282 Rh 


kann mit Hilfe von (3) bestimmt werden: 


7 1272 1/4 RT 4212 
zuö? ( + N »(ı Rn = 
u u26° 


j ifı 
ER EL 
„wo s IE 


o 2% 


(po + Fi)? R| 


Für den allgemeinen Fall der dreidimensionalen Bewegung im homogenen 
Feld mit der Wellenfunktion 


YO) = (md?) exp E h J 


26° h 

für {= 0 findet man &.2\ 2 
| rn 

Er ala U 2u iht 

Pr RER 2 ß r ‘ — _—— 

ee (=) 

| 28 ( rs ı) 
u”ö 


+ = (do +3) — | — (po + 30° al 


h Jo 2u | 
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Wie aus diesem Ausdruck hervorgeht, bleibt die Verteilung der Wahrschein- 
lichkeitsdichte eine GAuss-Verteilung, während sich der Schwerpunkt des 
Wellenpaketes gemäß den Gesetzen der klassischen Mechanik mit konstanter 
Beschleunigung bewegt. Die zeitliche Änderung der Abmessungen des Wellen- 
paketes erfolgt genauso wie im feldfreien Fall (vgl. 3.11.1.). 


3.11.3. Die Eigenfunktionen der SCHRÖDINGER-Gleichung 


8 y'’ 1: I 0x” en 
2u n „r Gr nYn 


lauten 1 
YılX) = CH EXP & 5 a) H,(&x) 


1/2 
ale. ge ee, E, = ho N 
1) In! /n 2 


Die gesuchte Wellenfunktion ergibt sich nach (2) zu 


mit 


Yo, N) = %, A YnlX) EXP ( 1 a ) (4) 


wobei 


+0 2 2 . 2.2 
A = | H,(&x) ap + > Pox — z | 


ist. Zur Berechnung von a, benutzen wir den Ausdruck für die Erzeugende 
der 'TSCHEBYSCHEFF-HERMITEschen Polynome: 


_32 a 
a2 +2m _ 2. z H,n). (5) 


Entwickelt man 


+o 
exp! —1” + Max — ee _ x)” + Der — el 
as 2 h 2 
in eine Potenzreihe nach A, so erkennt man sofort, daß a,/c„c der Koeffizient 
von A”/n! ist. Man erhält 


er z ; ; 2 
PREIE X + Ze) exp RR X + Fell, 
ah 2 4 


Setzt man diesen Ausdruck in (4) ein, so zeigt sich, daß die Summation über 
n unter nochmaliger Benutzung der Beziehung (5) ausgeführt werden kann. 
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Es folgt 
2 
y(x, 8) = cexp Ps [x — O cos (wt + ö)]? — ixO«” sin (wi + 6) 
. 242 
on I Q i [sin 2 (ot + 6) — sin 20]| 
mit 2 
Xxo + „Po = O gm 


Im betrachteten Fall zerfließt das Wellenpaket während der Bewegung nicht. 
Der Schwerpunkt bewegt sich von vornherein nach den Gesetzen der klassi- 
schen Mechanik und führt harmonische Schwingungen mit der Amplitude O 
und der Frequenz ® aus: Aus dem für y» gewonnenen Ausdruck folgt ferner 
der mittlere Impuls zur Zeit : 


P(i) = 1002 sin (ot + 8). 


Das ist gerade der klassische Impuls eines Oszillators. 
Die Größe 


2n2 
exp 1-5 a2 2 i[sin2 (wt + ö) — sn23]) 


umgeformt werden. 


3.12. Wir betrachten den Operator 
as) = etaent 
(s ist ein Hilfsparameter) und stellen eine Differentialgleichung für a(s) auf: 


da(s 
ds 


Differenziert man diese Gleichung nochmals, so erhält man 


d?als) _ r - = [L, [Z, a(9)]]. 
ds 


ds” 
ine. d’as) 0. 
Man erkennt, daß die Ableitung rn gleich dem Ergebnis von n nach- 
s 


= Letae" - eTae"L=[Las). 


einander ausgeführten Vertauschungen des Operators L mit dem Operator 
a(s) ist. | 
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Schreibt man nun den Operator 
etaet= al) 


als TAYLor-Reihe 
| da(0) . 1 d’a(0) 
all) = all) + — + — 

0) 2 ds 2! ds? 
und drückt die Ableitungen nach s im Punkt s = 0 durch nacheinander 
ausgeführte Vertauschungen des Operators Z mit a(0) =a aus, so kann 
man die in der Aufgabe angegebene Beziehung beweisen. 


 ... 


3.13. Wir drücken den HAMILTON-Operator 
l 2: 1 22 
= —p + -uwo x — J(t)x 
„u? 5# FÜ) 
durch die Operatoren a und a* aus (vgl. Aufgabe 1.6.): 


—— 


let + 
H= ho (a a+;) 10 at) 


und machen für die Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 


iap(e) = Hip) 
den Ansatz 
ve) = ct) exp [a(da*]exp [Plda] exp Iylda* al yl- ©). 


Bei der Differentiation des auf w(— oo) wirkenden Operators nach / haben 
wir darauf zu achten, daß a und a* nicht vertauschbar sind: 


aa’ -— ata=[a,a*] =1. 
Wir transformieren den Ausdruck für die zeitliche Ableitung 
y = [c exp (aa*) exp (Pa) exp (ya*a) 
+ caa* exp (wat) exp (Ba) exp (ya’a) . 
+ cB exp (aat) aexp (Pa) exp (ya*a) 
+ cy exp (@a*) exp (Ba)a*a exp (ya*a)] y(—- ©) 
auf die Form 
y = Gexp (aa*) exp (Pa) exp (ya*a) yl- ©), 


wobei G ein noch zu bestimmender Operator ist. Wir betrachten zunächst 
den dritten Term auf der rechten Seite der Gleichung für %. 
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Mit 


[(a*)”, a] = —nla*)""' 
folgt 


exp (xa*)a = ( +oa’ + > (at)? eye ) a 


— @- (1 + oa” + > (00*)? + ) 


= (a — o)exp(aa*). 
Daher können wir für den dritten Term schreiben 
cB(a — a) exp (xa*) exp (Ba) exp (ya*a) yl— @). 
Analog formen wir den letzten Term um: 
cy exp (xa*) exp (Ba) ata exp (ya*a) 
= cyexp(aa*)(a*a + Pa) exp (fa) exp (ya*a) 
= cylara — oa* + Ba — aß) exp (xa*) exp (Ba) exp (yata). 
Wir finden 
G = cyata + la — ay)a* + cl + Bya+c- cyaß — cBox 
und müssen fordern 
ihG = H, 


damit die SCHRÖDINGER-Gleichung erfüllt ist. Vergleichen wir die vor den 
Operatoren a’a, a, a* stehenden Koeffizienten und die freien Terme mit- 
einander, so gelangen wir zu dem Gleichungssystem 


y = — iO, 


&% + iva = Ba. 
/2R u@ 


B- ioß = ——— fd), 
v2h uw 


= -i7 +08 - ioß), 


dessen Lösung sich mit Rücksicht auf die Anfangsbedingungen 


“-0)=0, P-@)=0, Jd-o)=1 
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iexp (-iwt) (—- ot) 


alt) = oe = 
120) 


Bo) = man —E fir) etor ar = ar), 


t 
| fe)" dr, 


a0) >= — it, 


c(f) = exp (-3 or) 


t 
x exp I dt' f(t') | 


ao 


t’ 


dt’ ft’) vr 


ergibt. Die Wahrscheinlichkeit für den Übergang aus dem Zustand y(— ©) 
in den n-ten angeregten Zustand bei — + oo beträgt 


2 


W.= lim 
1>o 


| vida 


= lim |c [r exp (xa”) exp (Ba) exp (ya* a) yl— oo) dx . 


t>o 


Ist der Anfangszustand der Grundzustand (y(— 0) = Yo), so finden wir 
wegen ayo = 0 
exp (Pa) exp (ya’a) Yo = Yo- 
Da die normierten Wellenfunktionen von der Form 
Y=0= (a* )" Vo 
n! 


sind (vgl. Aufgabe 1.6.3.), gilt ferner 


5 & 
exp (&a") yo = I, — Yn- 
UV m! 


mn=0O 


Mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation 
I Um dx = Önm 


erhalten wir 


Wo= lim | ae a 
n! 
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Aus den Formeln für «(t) und c(z) folgt 


+o 2 
lim Ja(z)|? = 2 | fe" dı\ =», 
t> 0 2huw -o 
1 + 0% 2 
lim |e()]? = exp ! - —— Ve" d\=e”. 
t>c00 2huw = 


Damit ergibt sich für W,. eine Poisson-Verteilung: 


n 


Wo = er 
n! 
mit 
ee 
va — He" dar“. 
ho I. 
3.13.1. Für 
fr 
Io) =h&xp| -— 
T 
finden wir 
2 _2 
_nfor exp 1222 
2huw 2 
3.13.2. Für | 
fx —1 
fd =fo : n | 


erhält man 


2r2_2 
BER: for eo: 


2huw 


3.14. Die SCHRÖDINGER-Gleichung des Oszillators lautet unter Berück- 
sichtigung der Störkraft 


2 a2 2.2 
ih öY Bi 2» + Bn 
öt 2u 0x 2 


y-fiüxy. 
Mit der neuen Koordinate x =x— &(i) folgt 


.„ Oy R : Oy n y 1 2 2 
in — = ihE — = — — + -uo"(x, +8 - [dx +Hv. 
2 dx u > + YP-SHMRı +9Y 
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Setzen wir 
I. 
y-= exp ( nix) o(X1>D), 


so erhalten wir für 9 die Gleichung 

. Ö h? 0°9 1 &“ 

ih = -— — + uo’xip + (uE + ot - xp -Ip, (W 
ol Zul 2 


wobei ZL die LAGRANGE-Funktion ist: 
Del 1022 + fidE. 

2 2 
In der Gl. (1) verschwindet der Term 


(uE + uw*& — f)xıP, 
da & als Funktion der Zeit der klassischen Bewegungsgleichung des Oszillators 
mit Störkraft genügt: 

nE+uoi=fn. 


Führen wir mit 


=yex Ldt 
o=% e(;|. ) 


die neue Fuuktion x ein, so ’'erhalten wir die Bewegungsgleichung des un- 
gestörten Oszillators: 


22 Kö 1 22 
Die Wellenfunktion des Oszillators mit Störkraft kann also in der Form 


0 


v8) = be = 5, dep ED + | Lat 
dargestellt werden. 


3.15. Wir setzen die Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 


., 0Y 1’ o°y 
ih— = -—— — +2 u0"(f) x” 1 
z In 7 "Oxy (1) 


in der Form 


(x, 1) -| G(x,1;x,T)y(x,T) dx’ 
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an. Man zeigt leicht, daß die GrEENsche Funktion G(x, t; x’, r) der Gleichung 
(1) und der Anfangsbedingung 


im G(x, 1;x’,T) = ö(x — x) (2) 


t>1T+r0 


genügt. Wir versuchen, diesen beiden Bedingungen mit Hilfe des Ansatzes 


G(x,t;x,T) » exp (an [a(t) x” + 2b(t)x + x) (3) 
L 
zu genügen. Setzen wir (3) in (1) ein, so erhalten wir Gleichungen für a, 5b, c: 
2 
ne == _—_ = od, 
u dt 
u) % 
dt u 
de_,„a_® 
du m 
Die Lösung des Gleichungssystems (4) lautet 
- t 
ee ennze (5) 
Z Z u 
wobei Z eine Lösung der Differentialgleichung 
Z = — of) Z 


ist. Wir versuchen nun, der Anfangsbedingung (2) durch geeignete Wahl 
der Integrationskonstanten zu genügen. Dazu benutzen wir eine der mög- 
lichen Darstellungen der ö-Funktion (vgl. Aufgabe 3.11.1.): 


Ö er ’ zu ° IE EEE LE on IN2 ö 
en | RE Va BG 2 (9 


Damit der Ausdruck (3) für / — r in (6) übergeht, ist notwendig und hin- 
reichend, daß gilt 


Ze: 7] für ?=T, 
= se, EL 
Z Z 


wobei Y die Lösung der Differentialgleichung 


Y’= -o:(M)Y 


90 Goldman 
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ist, die den Anfangsbedingungen 


Y=1,Y=0 für ı=ı 
genügt. 
Wir bemerken, daß wegen 


ZY-YZ=1 


Y_ [cd 

Z 7 
Die GREENsche Funktion des betrachteten Problems erhalten wir also in 
der Form 


gilt 


' u iu >,..2 N vv.ı2 
FREE ST - | — exp ! —— (Zx” — 2xx + Yx)S. 

2rihZ . En Z } 
Im Falle = const haben wir 


Ze ne, Y= cos w(t — r) 
0) 


und die GrEENsche Funktion 


ee Ma u _ 
2r kisin w(t — T) 2h sin w(t — T) 
x (os ct — T)x” — 2xx’ + cosw(t — ox*)}. 


3.16. Es gilt 


4,2 2 
> & } 
\yx, dl” = —— (cos? wt + z . sin” wt 
/2r uw 
_ (x — 9 cos (wt + 2 
x exp ae DEE 
cos” wit + — sin” | 
uw 


Für den Fall «x = x uo/h ergibt sich das Resultat der Aufgabe 3.11.3. 
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3.17. Wir erhalten 


’ I iu 3 2 |’ 
G(x, t;x,T) = —— exp ! —— [Z(x — 9° — 2(x — x 
( BI iz 
ee . pt 
+ Yx’?] + - uE() (x-&+ |ral 


E s 


Die in diesem Ausdruck vorkommende Größe & genügt der Gleichung 
une = —uw?s + fli) 


und den Anfangsbedingungen £(r) = 0, &(7) =0.L ist die LAGRANGE-Funk- 
tion: 


68 +4 
L= Ip — Zuw22 4 fE. 
er 


3.18. Die Übergangswahrscheinlichkeit aus dem n-ten in den m-ten Zu- 
stand beträgt (im Maßsystem mit i/=1,u=1,o=]) 


Panlt; 0) = |Gumn(t; O1”, () 
wobei 


Gilt, 0) = | | yile) 6x, 15 x',0) ya) die die 


ist. Mit Hilfe der Erzeugenden 


exp | er (22? + x” — den) u | - = z’w.(x) 
n=0 n, 


konstruieren wir die Funktion G(u, v): 


[er 3 (20? + x” — 4vx) 


- lu? 422 - u)! GR, 15%", 0) dx dx’ 


G(u, v) 


3 > I U" El, 0) i (2) 


m=0n=0 n!m! 


Der Ausdruck (2) zeigt, daß die Größen G,,(t, 0), deren Betragsquadrate 
die Übergangswahrscheinlichkeiten bestimmen, bis auf die Faktoren 


re 
ıyı 


gleich den Koeffizienten der Potenzreihe von .G(u, v) in u und v sind. 
9* 
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Zur Berechnung von G(u, v) setzen wir den Ausdruck für die GREENsche 
Funktion G (vgl. Aufgabe 3.17.) in (2) ein: 


G(u, v) = ?r iz)" ii a dt — iEE + —e - u” - | 


0 


iz Di iY\ 
exp ! —- x” +-xxX+[1-—)x 
zZ zZ” zZ 
iZ : | IE\ , : 
— 212 — — E+1iE)x — 212u + — )x IN dx dx. 
Z zZ 


Im Falle w = const erhalten wir 
t 
&(t) -| sin - t!)f)d', Z=sint, Y= cost. 
16) 
Bei der Berechnung des Integrals benutzen wir die Formel 


+ 
) dx dy exp = (ax? + 2bxy + cy? — 2px — zn) 


co 


: ag? — 2b pq + cp” 
%Xac — b?) 


EB 
Sue. b2 


Einfache Umformungen führen auf 


Gu, 0) = Yne® e”"l? exp Be uv + Au + Be), 
W 
wobei 


t ‚ . 
4 = | ee) de, B=e "4, 2w= [Al -BI=& + & 


0 


gilt und Fr) eine reelle Funktion der Zeit ist. 
Zur Entwicklung von G(u,v) in eine Potenzreihe benutzen wir die Be- 


ziehung 


00 a” n 
exp “+ B-%- y ee 
m, n=0 m! n! 
mit 
min(m,n) m! n\ 
cAm,n|wW= % 


_—— 0 (-W a 
izo I!(m - D!(n - D! 
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Wir erhalten 
G(u, v) = Ynelt® em? y c(m,n| w) Br rn (3) 


m,n=0O m! n! 


Aus den Beziehungen (2) und (3) folgt 


exp (-; ») A”B" 
a eg cm, A | w) er) % 


Gmm(t, 0) = 
und die zu bestimmende Übergangswahrscheinlichkeit ergibt sich zu 
-w_ m+tn 
Print, 0) = AEE {c(m, n | w)Y. 
m!n! 
Im Sonderfall n = 0 erhalten wir die Übergangswahrscheinlichkeit 


-w, „MN 


e 


Puao(t, 0) = wegen c(m,O|w) =1. 


m! 


Mit diesem Ausdruck lassen sich die Mittelwerte der Energie und des Qua- 
drates der Energie für den Oszillator im Zeitpunkt z bestimmen: 


Pruft, ©) (m + ;) 
| 2 
ERBEN 00 1 2 
E’= Y Punkt, 0) (m + ;) 
m=O 2 
Zur Berechnung solcher Summen betrachten wir den Ausdruck 


( _ ) e*" = B(m,& | w). 


W 


Man zeigt leicht 


oo n 


Dm,«|w=)% — cm, n | w)- 


Aus der Gleichung 


"Sm, a | w) Bm, Bw) = et” 


m=0 m! 


_n 


Se "w ; 
> c(m, n | w). c(m, n’ |w) = 6, n!w", 
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woräus wir unmittelbar das physikalisch evidente Resultat 


erhalten. Differenzieren wir die Gleichung 


-w 


er" y" 


SE 
S 


D(m, & | w) P(m, $ | w) = I" -1-ß+ = euB]w 


0 m! .W 


»n-mal nach &x und m-mal nach und setzen x = 0, P = (0, so erhalten wir 
[6 6) 

Y mPm=n+mw. 

m 


Als Mittelwert der Oszillatorenergie im Zeitpunkt 7 ergibt sich somit 
E= Ent W. 
Dabei ist w die in der Zeit r von der Kraft /{i) geleistete Arbeit: 


w- | fu) Edi = | Ede dee 
|, F 2 2 


Analog findet man 
E? = 2WE,. 
3.21. Man erhält 
A 
ar ae 
u 0X 
ı 
3.21.2. xD) = x cos wit — — sin ot 2 
u® ÖX 


3.22. Es gilt 
(Ar)? = (Av) + „ (@n (Ax) + (A) Ap)lo + = An). 


Anmerkung. Mit Hilfe der angegebenen Beziehung läßt sich leicht der 
Zeitpunkt 7 bestimmen, in dem die Größe (Ax)? ein Minimum annimmt. 
Die Funktion (Ax)? ist bezüglich r symmetrisch. Besitzt- die Wellenfunktion 
im Zeitpunkt = 0 die Form 


YX) = PX) exp (ipox/%) 
(o(x) ist eine reelle Funktion), so folgt r = 0 (vgl. Aufgabe 3.11.1.). 


4. Drehimpuls. Spin 135 


3.23. Man findet 
ht 2 
3:23.41. (Ax)? = (AxX)o o+ u : n 


3.23.2. (Ax)? = 


BR: 2) sin? wi dx. 


4. DREHIMPULS. SPIN 


4.1. Bekanntlich transformiert sich die Wellenfunktion bei infinitesimaler 
Drehung des Koordinatensystems wie folgt: 


vd) = {1 +idalt ve). 169) 


Dabei sind d& ein Vektor, der die Richtung der Drehachse hat und dem Be- 
trage nach gleich dem Drehwinkel ist, und ! der Operator des Bahndreh- 
impulses. 


Wir betrachten zunächst eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 
da. In diesem Fall gilt 


ö 
v’(r,8,9) = Yr, 9,9 + da) = ylr, 9,9) + Fa (2) 
Vergleicht man (2) mit (1), so findet man 
„=-i Fa 
9 


Um den Operator /, in Kugelkoordinaten zu erhalten, führen wir eine 
Drehung um die x-Achse aus. Es gilt 


y’(r,d, 9) = v(r, 9 + a, 9 + de) 


dd 0 dp ö 
1+ ren d d, 
1 Fr od  daoö ) «| vn, 9, 
woraus folgt 


, (do  dooO 
I,= 1 ——+_— : 
dx 00 da 0» 


Wir berechnen 2 und 2 Wie man ieicht sieht, gilt 
da da 


! 


zZ —-z= -yds, 
y—-y=2zds, 
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und wegen z’=rcos®, y =rsin®sino hat man 


dd do 
— = -sımp, — = —-cot®#coso; 
da e dx e 


folglich ist 


„W=i ine + et 
od Op 
Analog findet man 
,=-i LE — Se 
od op 
4.5. Es ergibt sich 
I,» = I, cos (xz’) + I,cos (yz’) + 1, cos (zz’). 


4.7. Die Eigenfunktionen sind die Kugelfunktionen Y}‘®, o). Dabei sind 
® und @ die Winkelkomponenten des Impulsvektors bezüglich derselben 
Achsen wie in der Ortsdarstellung. 


4.8. Die Transformation kann in Matrixform geschrieben werden: 


» Dat ae. 
| erw rp eos: —ersind -—e "HP sin?’—| | Yı Y; 
2 


N iind Eee R 
—-e”’sin® cos d —-e *’sin® Yo1” | %o 
2 2 


ee - De eg, ei 
—eW NM sin? - —e "sind ern 


a Y,,-ı Ya. 
2 2 
4.9. Aus dem Resultat der vorigen Aufgabe folgt für M=1 


0% 1 d 
w(+1) = cos*-, w(0) = -sin’d, w(-1) = sin* -, 
(+1) 5 (0) 5 (-1) 5 
für M=0O 
ale - sin? BE, ei > sin? E) 
und für M= -—I1 


» i d 
w(+1) = sin’ -, w(0) = -sin’®, w(-1) = cos*-. 
(+1) 3 (0) 5 (-1) z 
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4.10. Man hat 


| 1 vd 1 2% 
wi +-]= cos”’—, w|i --)])=sın — 
2 2 2 2 


Der Mittelwert der Spinkomponente ist gleich !/, cos ®. 


4.11. Wir benutzen die Transformationsmatrix für die Komponenten der 
Spinfunktion bei einer Drehung der Koordinatenachsen. Die Matrix lautet 


® ET NER E ,_ 
etitety) cos jet" sin — 


2 
BES REERR RRRER ı ” 
je to sin 7 e RC, 


Mit Hilfe dieser Matrix finden wir die Spinfunktion im neuen Koordinaten- 
system: 


' 4igty)tia 


d ER EE N 
yı = ei cos — cos d + jettemHiß sin Z sind, 


41 


ee ner D. 
je ze "sinZeosdte Zr os — sind. 


vr 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Spin die Richtung der z’-Achse be- 
sitzt, ist 


d ; 
w, = yi'yı = cos” s cos” ö + sin” - sin? ö 


+ > sin dsin 2dsin(p + a - P). 


Aus dieser Formel ergibt sich, daß die Wahrscheinlichkeit für einen Wert 
der Spinkomponente in einer beliebigen Richtung nur von der Differenz 
& — ß und nicht von « und ß einzeln abhängt. 


4.12. Die Spinrichtung wird durch die Winkel 


9=%, B=_+ß-a 


bestimmt. 


4.13. Dies ist möglich. Im Falle der gemischten Gesamtheit wird stets 
unabhängig von der Richtung des inhomogenen Magnetfeldes eine Auf- 
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spaltung in zwei Bündel vorhanden sein. Im Falle einer reinen Gesamtheit 
kann man durch eine geeignet gewählte Orientierung des Gerätes erreichen, 
daß ein Bündel verschwindet. | 


4.17. Bei einer infinitesimalen Drehung um die x-Achse um den Winkel 
da ändern sich die Komponenten der Spinfunktion gemäß 


vı Yı 
(1 +idesd| 90 | =| 9 |. () 
Y-ı v_ı 


worin 


1 010 
Ve — 101 
” 010 


ist. Der Ausdruck (1) ist den drei Differentialgleichungen 


ABER 

da N 2. 

dio 

BE + v_ı), 
EB se Y_ı) 
dy-ı _I 

da =. 


äquivalent, aus deren Lösungen sich leicht die Transformationsmatrix be- 
stimmen läßt: 


) 


2% .. 2% 

co’ —_sina - sin? 
2 I 2 

4 
—. SINX cos & —I_sina A 
v2 = 

; x &X 
— sin’< —-sin& cos’ - 


75 


Analog ergibt sich die Transformationsmatrix für eine Drehung um den 
Winkel x um die z-Achse: 


e 0 0 
010). 
0 0 e”” 
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Wir charakterisieren die Drehung durch die EuL£rschen Winkel v, ®, a. 
Die gesuchte Transformationsmatrix ergibt sich durch Multiplikation von 
drei Matrizen. Man erhält 


; ® Li. Baden 
ertp cos? — —eP? sind —e Wr sin? 5 
2 
Eon. Dal 
—- e’sin® cos d —e "sind |, (2) 
N) /2 
Ba > A ee BOT SR. d 
ee WM sin- —e sind ertwtr cos? E 


2 


Man erhält dasselbe Ergebnis, wenn man die Transformation eines sym- 
metrischen Spinors zweiten Ranges betrachtet. Zwischen den Komponenten 
der Spinfunktion und den Komponenten des symmetrischen Spinors besteht 
der Zusammenhang 


1 2 
pe Berge, Ran (3) 


0) 


Ein Spinor zweiten Ranges transformiert sich wie das Produkt zweier Spinoren 
ersten Ranges: : 


y'rı E< art! eu 2aßyp!? + B?y??, 
vr = ayptt + (ad + Py) y'? + Böp??, 
22 = yzypıl + 2yöyp!2 + 62922. 


Drückt man die Spinorkomponenten mit Hilfe von (3) durch die Komponenten 
der Spinfunktion aus, so folgt 


yı= oayı + V2oßyo + By_ı: 
yo = V2ayyı + (08 + By) yo + V2ßöv-.. 
v_ı = y’vı + Y2yöyo + 629_1. 
Setzt man in diese Beziehungen die Werte der Koeffizienten ein: 


si(p+Yy) 


d u 
a=e cos —, P=isinnei” v. 


Es ge _4i v 
y= an Eu 2; ö=e ELDED 


so erhält man den Ausdruck (2). 
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4.18. Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit denken wir uns das Teil- 
chen mit dem Drehimpuls j formal durch ein aus 2j Teilchen mit den Spins 
4 bestehendes System ersetzt. Da die z-Komponente des Drehimpulses 
des Teilchens nach Voraussetzung gleich j ist, sind die z-Komponenten der 
Spins für alle 2/ Teilchen des äquivalenten Systems gleich +3. Die Wahr- 
scheinlichkeit für den Wert +4 (oder —4) der z’-Komponente des Spins 
beträgt für jedes dieser Teilchen cos? 9/2 (oder sin? 9/2) (vgl. Aufgabe 4.10.). 
Damit die z’-Komponente des Gesamtdrehimpulses dieser Teilchen gleich 
m ist, müssen die z’-Komponenten für j + m Teilchen gleich +4 und für 
die restlichen j — m Teilchen gleich —4 sein. Wir erhalten die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit w(m), indem wir 


j+tm j-m 
cos” 2 sin? z 
2 2 


mit der Anzahl 


(Zj)! 
U+m!(d- m)! 


der möglichen Zerlegungen von 2j Teilchen in zwei derartige Gruppen multi- 
plizieren: 


w(m) = EREINELL BGE (eos ) (sir’ A 
(j+m)!(j- m)! 2 2 


Man überzeugt sich leicht von der Gültigkeit der Gleichung 

+ 

wm) =1. 

=j 

4.19. Wir beschreiben den Zustand eines Systems mit der Drehimpuls- 

quantenzahl J durch einen symmetrischen Spinor vom Rang 2J. Zur Lösung 
der gestellten Aufgabe ist es erforderlich, den Zusammenhang zwischen den 
Komponenten 


J+M J-M J+M' J-M’ 
19,1. 23.2 11...1 22.2 
... [4 
Y u 


HP —— Mn J-M' —— 
ae 
Str ıT1111111 BERG: OB: 111111 
e— JHM-v — he IM —— | Kebas 
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zu finden. Mit Hilfe der Abb. 23 findet man 
= 5 _(J+M)WJ-M)! 


114..1,222.2 
2 EI! 


__ TE 
v!(M'— M-+»)!(J+M- »v)!(J-M'- »)! 


J+M J-M 
11...1 22,2 
x (1) ... ..o 5 


x > (2J)! 


wobei &, ß, y, 6 die CAyLevY-Kıeinschen Parameter sind. 
Wegen 


J+M J-M 
en un 
11..1 22.2 = 


(+M)!dJ-M)! 
ee 


J+M'’J-M' 
ee 
71:15:51 22:22 


(J + M')!(J —- M'’)! 
2)! 

und v(M) = 1 (nach Voraussetzung) gilt 
w(M’)) = + M)!Q - M)!Q + M)!W — M)! 


(v)” (Dee (a (7 Mr 
vZort(M'’— M+W)!(J+M- WW)! -M'-»! 


v(M') 


Daraus folgt 
4J 
P(M, M'\) = (J + M')!(J - M')!(J + M)!(J—- M)! (eos Ä 


: Ü 2y-M+M’ 2 
= ji (3) 


or!(M'—-M+r)!J+M-»)!J —-M'- »)! 


Unter dem Summenzeichen sind die Kehrwerte der Fakultäten negativer 
Zahlen stets Null zu setzen. Mit anderen Worten, die Summe erstreckt sich 
nur auf solche Werte », die den Ungleichungen 


vz2M-M', vsJ+M, vsJ-M' 


genügen. 


4.21. Wir bestimmen zunächst die Eigenfunktionen des Operators j,. Dazu 
schreiben wir den Operator in Matrixform: 


,+}% 0 
lo 1-4) 
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Wegen 


lautet die Gleichung, welche die Eigenwerte und die Eigenfunktionen von 
j. bestimmt, 


en Ö 
ne Yı Yı 
=m 
Ö 1 
0 -i— — - 
do 2 ” _ 
oder 
‚ov, 1 
-1— 7-9 =mD 
do al: Yı 
ö 1 
ie SV = Hm 
0 2 


Daraus folgt 
vı = fılr, d) exp [m —- 3) 9], Y2 = Falr, d) exp [m + Y ol, 


wobei /, und f, willkürliche Funktionen von r und ® sind und m halbzahlig . 


1st. 
Unter allen möglichen Funktionen der Form . 


( ı(r, d) exp [Üm — 3) 9] 
F2(r, 9) exp lm + 3) P]) 


müssen wir diejenigen auswählen, die gleichzeitig Eigenfunktionen des 
Operators !? sind. Als Eigenfunktionen kommen in Frage 


Y Dr Yı,m-+ (Ö; . 
%2 R;(r) Yı, m+4 (d, 9) 
Der letzte Schritt besteht darin, daß die angegebene Funktion durch ge- 


eignete Wahl von R, und R, zur Eigenfunktion des Operators des Gesamt- 
drehimpulsquadrates gemacht wird. Dazu schreiben wir die Gleichung 


y=ji+Dy 
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in Matrixform: 
Fr ; +7, Kal, Rı(r) Yı,m-4(% 2 


an 3 ; - | \ Re) Yun. 9) 


R;(r) Y,,m-2(0, 0)) 
=jj+)D 
R;(r): Y,,n+3(®; 9) 
Beachtet man die Eigenschaft der Kugelfunktionen 
(+ i,) Yn = N d+m+Dd- m Yımı 
(x — ih) Ym =NÜ-m+DÜ+ m) Yın-ı: 


so folgt aus der angegebenen Matrixgleichung, daß R, und R, zwei homogenen: 
Gleichungen genügen müssen: 


BKU+D-JG+D+m+4R +Vl+MP-mR=0, 


_ Diese en sind nur dann miteinander vereinbar, wenn j gleich / + 4 
oder gleich / — # ist. Für j = 7 + 4 findet man 


= /I+1+mRkr), Raaıımes m +3 Kr). 
Daher gilt 


v(l,j=1+%,m) = R(r) ur EN, 2) 


Analog ergibt sich 


y(,j=1- 3m) = K(r) a 
+m+3 2 y 
Du en 


ER 
Der. Faktor 1 RI 2! + 1 tritt aus Normierungsgründen auf. 
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4.22. 
Wahrscheinlichkeit 
z-Komponente 

j=1+3 j=1-}% 
Bahndrehimpuls m—1 Itm+3 I-m+3 
Spin d 2/+1 2/+1 
Bahndrehimpuls m+J I-m+1 I+m+41 
Spin —4 2/+1 2/+1 


el: l 2mi —/[. 1 m 
L„(j=1+-)= , &[j=!+-]|= > 
2 22+1 2 22+1 


eier en 
2 2+1 2 +1 
4.23. Die Eigenfunktionen des Operators der Spinkomponente in Richtung 
©, D ergeben sich aus der Beziehung 


(o,sin©cos® + o,sin @sin® + 0,cos ©) () = 6) 


| P 
man erhält 
«sine? -BcosO=B. (1) 
Aus (1) finden wir das Verhältnis «/f: 
T = cot “ er, (2) 
ß 2 


Andererseits ergibt sich mit Hilfe der expliziten Form der Funktionen 
yv(l,j=1+3,m) und v(,j=1—- 3,m) 


m—4 
Kon c, Y,,m-z(%, 9) = 6, N (cos d) a-io (3) 
ß Y ,m+2(d; )) P, (cos d) 
mit 
— 
u emtt für PEN 
I-m+} 2 
Per Lt 
= zz für eier 
I+m+3 2 


Durch Gleichsetzen von (2) und (3) finden wir ® = o, d.h., die Spinrichtung 
in einem vorgegebenen Raumpunkt liegt in der Ebene, die durch den vor- 
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gegebenen Punkt und die z-Achse hindurchgeht. Der Winkel © ergibt sich 
aus der Bedingung 


m-4$ 
cot 9 — C; a 
2 Pr? (cos Ö) 
4.24. Der Operator des Quadrates des Gesamtspins ist 


©? = 37 +53 + 28, 3, 


6,69, 6), 
re 


wobei die Indizes auf die Nummer des Teilchens hinweisen. 


Wir bestimmen die Eigenfunktionen dieses Operators zunächst für den 
Fall, daß die z-Komponente des Gesamtspins gleich Null ist: 


LUHAHIEIHAHF EESCHAHELIUANN 


A-Da-b=0, -a+A-Ub=0. 


Für A haben wir die beiden Werte A=2 und A =0. 
Für A=2 gilt a=b, für A=0 folgte a= —b. Mit der Normierungs- 
bedingung a? + b? = 1 erhalten wir die Eigenfunktionen in der Form 


310, er 
NLA AR EL 


Man überzeugt sich leicht davon, daß die Funktionen 


(oo). 


ebenfalls Eigenfunktionen des Operators ©? sind, wobei der Eigenwert der 
z-Komponente des Spins im ersten Fall gleich 1 und im zweiten Fall gleich 
—1 ist. Die erhaltenen Funktionen sind ferner Eigenfunktionen des Ope- 
rators 3,32. 


10 Goldman 
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4.25. Die Wellenfunktion y(J, M) des Systems besteht aus einer Summe 
von Produkten der Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen: 
Y(J,M) = cıyi ymnı + Coyo ym + C-1y1ymH1- 
Dabei kennzeichnen die unteren Indizes an den Wellenfunktionen die Werte 
der z-Komponenten der Einzeldrehimpulse. 
Die Koeffizienten c, lassen sich aus der Bedingung 
PT, M) = IJ +1)V(J, M) (1) 


bestimmen. Wir schreiben die Wellenfunktionen des ersten Teilchens am 
besten in der Form 


1 0 0 
vr =[0), well), yı=|0). 
0 0 1 


In dieser Schreibweise der Wellenfunktionen haben wir für den Operator |, 


die dreireihigen ‚Matrizen 
010 0-i O0 10 0 
en 101 i 0-il, 1.=I00 0); 
010 0 iO 00-1 


== 9 / NT 
/2 1y /2 


für den Operator © erhalten wir 
Feh+b+ ii 


IÜ+D+2+ 2%, /2L_ 0 
= JR. +1) +2 Vab> 
0 DE Mensen) 


mit 


I,=L+i, I_=L-jül,. 
Mit Hilfe der Eigenschaften der Operatoren /, und /_ 
14m = Y(I+ m + DI m) Ymsı: 


I_ym =NÜ+m)(d- m + Dym-ı 


ergeben sich aus der Bedingung (1) zwei Gleichungen: 
KI+D-M+D-2Mc = vV2Yl+ M(lÜ-M+De. 
II +1) - IU+D + 2M]c_ı = V2Yl+M+DU-Mc 
(die dritte Gleichung ist eine Identität). 
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Durch Lösung dieser Gleichungen erhalten wir für c(J, M): 
c‚l+1,M) «&(l+1,M) c_,l+1,M) 
cı(l, M) co(l, M) c_ı(l, M) 
cı-1,M) c(l-1M) c_,(l-1,M) 


UFM)(IM+1) Ben U-MÜU-M+)) 


2(2!+1)(/-+1) 2/+1)(d+1) 2@7+1)0+1) 
(+M)U-M+1) aM. (+M+ND(d-M) 
211 +1) Yd+D 21 +1) 
yermeuD en | ERITER TE 
2121 +1) I@1+1) 2/21 +1) 


Wegen der Orthogonalität der Matrix ist die inverse gleich der transponierten 


Matrix. Daher erhält man jede der Funktionen yi’y 1, v5 wir » valyırzı 


als Linearkombination aus ”lÜ+1,M), Y(l,M), Yl-1,M)mit den 
Koeffizienten, die in den Spalten dieser Matrix stehen. 


4.26. Die der Drehimpulsquantenzahl J = jı + j» und der z-Komponente 
M = J entsprechende Wellenfunktion des Systems besitzt die Form 


rn = YO) YO). 


(Die oberen Indizes bezeichnen die Werte der z-Komponenten der Dreh- 
impulse.) | 
Durch Anwendung des Operators J_ erhalten wir 


IP, =NII+D- MM 1) 5" 
= Yhlı +D - ls = D pin!) vb) 


+ Va +) -Q2 - D yil YET’). 
Schließlich ergibt sich 


Y'= Inn yi ie) v2) = VR EN) vr 'o} 
ey + Ja 


Aus der Bedingung für die Orthonormalität der Funktionen 77" und 
y771 finden wir 


wı-ı _ IV ya pe) = Vi vi pi ol 
I + 
10* 
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4.32. Der Operator der magnetischen Dipol-Dipol-Wechselwirkung be- 
sitzt die Form 


V = u?r"°{@,0;) — 3r” (611) (020). 


Unter Benutzung des Resultates der Aufgabe 4.26. erhalten wir 


aus OAUEHAOR: 


Eo > 0 


für den Singulettzustand und 


ro) 


Ei = E-ı = -2ua”?, 


OO 


für den Triplettzustand. Dabei ist « das magnetische Moment des Protons, 
und die z-Achse liegt in der Verbindungsgeraden zwischen den Protonen. 


4.33. Es ergibt sich 
Au 


4.35. Man findet 


K=W=0, 
u 1 1, JJı +D-Il +D 
; = My, !-( +) + -(ı - 2) ————— N, 
u % (gı + 8) , 8 82) II 
4.36. —0,24. 
4.37. —1,91. 
4.38. 


4.38.1. 0,879. 4.38.2. 0,5. 4.38.3. 0,689. 4.38.4. 0,310. 


4.39. Das Gewicht der D-Welle ist gleich 0,04. 
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4.40. 
4.40.1. —r?]10. 4.40.2. r2]20. 


Man beachte das unterschiedliche : Vorzeichen des Quadrupolmoments in 
den Zuständen *!P, und ?P.. 


4.41. Das Quadrupolmoment ist definiert durch den Ausdruck 
Oo = O0" = [e cos’# - ri dr. 
Im Falle j = ! + % haben wir die Wellenfunktion 
mir}, = Rt) YO, 9) (0) 


und im Falle j=/- + 


rei, = R) ——( Yı (0, 9) ) 
ö YV2l + 1\- Y2l Y!@,o) 


Wir erhalten den Mittelwert 


EB 
2/ +2 
Das Quadrupolmoment hängt nur von j und nicht von / ab. Ist die 
magnetische Quantenzahl m, =# j, so folgt 


in 3m -JÜ+D 
J = oo ——nu—. 
J2j—-) 


4.42. Zur Bestimmung des Quadrupolmoments haben wir den Mittelwert 
des Operators 


0 = 

J%j-1) 

zu bilden. Dabei sind jız, Jaz; Jaz die Operatoren der z-Komponenten. der 

Drehimpulse des ersten, zweiten und dritten Teilchens, und O ist das durch 
die einzelnen Protonen erzeugte Quadrupolmoment. 


Die Wellenfunktion wurde in der Aufgabe 4.28. bestimmt. Durch Mittel- 
wertbildung erhalten wir 


300 ff: .2 
ee. +1) + + 


Ai +0 + yı 


g= 


j-i 
= 2.7 mil, 


a | la 
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Wegen 
Snida Di) 
ja 6 

finden wir schließlich 


— 4 
= 


4.43. Wir wählen ein Koordinatensystem, in dem die gemischten Ab- 
leitungen des elektrostatischen Potentials am Ort des Kerns verschwinden: 


6’ u ö°’o _ 0° 
oxöy 0yOz 020% 


Diese Wahl ist durch eine geeignete Drehung der Koordinatenachsen immer 
möglich. 

In einem solchen Koordinatensystem besitzt der Operator der Quadrupol- 
energie 7 die Form 


Zu len 92,72 # 8 
2I2I — 1) lox öy 074 

(Die gleiche Form ergibt sich für den HAMILTON-Operator eines unsymmetri- 
schen Kereisels, vgl. Aufgabe 8.21.) 

Man kann den Operator H in einer für die Berechnung der Matrixelemente 
zweckmäßigeren Form schreiben, indem man statt /, und /, die Operatoren 

I, =L+il,, I-_=L-Üü, 

einführt. Drückt man /, und ” durch /., und /_ aus, so erhält man 


zen ee : = p +7). 
2I2I — i) 2 02? a ln 


Die von Null verschiedenen Matrixelemente von H besitzen die Form 


(m |H| m) = m - KI+ D), 


ne ee -F)urmar =) 
Dabei ist PO mEDIEmE a1” 
___Bo _ 
22-1) 
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Zur Bestimmung der Energie ist die Säkulargleichung vom Grade 2/ + 1 
zu lösen. Da die Matrixelemente nur für Übergänge zwischen Zuständen 
mit derselben Parität von m von Null verschieden sind, zerfällt die Säkular- 
gleichung in zwei Gleichungen. 

Ist / ganzzahlig, so ist eine Gleichung vom Grade / und die andere vom 
Grade /-+ 1. Falls / halbzahlig ist, sind: beide Gleichungen identisch und 
vom Grade / + !/,. Die Lösung der Säkulargleichung ergibt 


SEOE DE 
N 
Re 


4.48. Der Zustand mit definierter Drehimpulsquantenzahl J (% ist eine 
Konstante der Bewegung) kann aus. den Zuständen mit L=J— } und 
L = J + 4 konstruiert werden. Die Spiegelung (x > —-x, y>-y, z>-2) 
läßt den HAMILTON-Operator des abgeschlossenen Systems ungeändert (die 
Parität ist eine Konstante der Bewegung). Die Paritäten der Zustände mit 
L=J-% und L=J + # sind voneinander verschieden. Daraus folgt, daß 
die Bahndrehimpulsquantenzahl ZL der Relativbewegung der Teilchen in einem 
Zustand mit vorgegebenem J einen definierten Wert besitzt. 


3 
le Ei» = | 
2 12 


4.49. Die Spins des «-Teilchens und des Kernes B sind gleich Null. Daher 
ist der Bahndrehimpuls L der Relativbewegung des aus «-Teilchen und 
Endkern bestehenden Systems gleich 1. Folglich wird sich dieses System 
in einem ungeraden Zustand befinden (der Zustand des «-Teilchens ist gerade), 
während derjenige des Anfangskerns gerade war. 


4.51. Der Zerfall ist nicht möglich. 
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4.53. J=0,J=2. 


Die Wellenfunktionen für J=1 und J=3 sind bezüglich der Teilchen- 
variablen symmetrisch. Daher können Zustände mit solchen J nicht realisiert 
werden. 


5. ZENTRALFELD 


5.1. Mit R.ı = Anı folgt aus der Gleichung für R,, 
r 


2 


w RIl+1 
m In: (Ei == U(r) = Er ni = 0. 
2u 


2ur” 


Diese Gleichung stimmt formal mit der SCHRÖDINGER-Gleichung der ein- 
dimensionalen Bewegung im Gebiet 0 s r < oo mit dem effektiven Potential 


"II +1) 
2 


r? 


Üerılr) = Ur) + 


überein. Da %.ı = rR,ı für r = 0 verschwindet, kann man annehmen, daß 
bei diesem eindimensionalen Problem U= + o fürr<O gilt. 


5.2. In die Gleichung für y=Rr, 


Y’+ = (E- un) - + ur =, 


2 
r 


setzen wir 


S 
= Aexpli- 
’ (5) 


ein, wobei A und $S reelle Funktionen sind. 
Setzen wir sowohl Real- als auch Imaginärteil der Gleichung gleich Null, 
so erhalten wir 


2AS’+S’A=0, (1) 


n24" wKI+1) 
r” 


Ss” — = 2u[E — Ulr)] — 


(2) 


Aus der ersten Gleichung folgt 


const 


Te 


A 
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Die zweite Gleichung lösen wir näherungsweise, indem wir Ah? als kleine 
Größe ansehen. Dabei ist jedoch darauf zu achten, daß die Größe Al, die 
in der klassischen Mechanik den Drehimpuls darstellt, beim Übergang zur 
klassischen Mechanik (k 0) als endlich betrachtet werden muß. In der 
Gl. (2) kann also nur der Term %h?A’’/A als kleine Größe aufgefaßt werden. 
Für kleine r [in diesem Fall dominiert auf der rechten Seite von (2) der 
Term A?/l + D/r?] wird 


S'x „Yard A fr, 
r 
woraus wir näherungsweise 
Rh — Rn -—— (3) 


erhalten. Wir erhalten also eine bessere Näherung für S, wenn wir diesen 
Term berücksichtigen und den näherungsweise gültigen Ausdruck (3) in (2) 
einsetzen (für große r ist eine solche Korrektion unwesentlich). Wir finden 


S= | N 2ulE - vet ED ar, 
r 
A = const Eu — U(r)] — el “ 
r 


5.3. Wir stellen den HAMILTON-Operator in folgender Form dar: 


F 42 
ee 
Zu r 
wobei 
z2 
B= 24,2) + un 
Zur” Or or 
ist. 


Dann sind die minimalen Werte der Energie und die zugehörigen Eigen- 
funktionen durch die Beziehungen 


a, 7? KI+1 
E, = [ri + vd 


EN N ”(I+-DUI+2 
Eurı = [m Mr + Du in Yırı dt 


r 
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miteinander verknüpft. Den letzten Ausdruck schreiben wir in der Form 
a WUKI+1 I+1 
Ei = Ikz M na E ae Yırı dt F a Phrıpısı dr. 


Wir vergleichen den ersten Term dieses Ausdruckes mit Ei”. Da y, zum 
kleinsten Eigenwert des Operators 

r’ KI+1) 

2Zu 


Ho, + 


gehört, gilt 


” KI+1 r K+1 
[mim +3 u ( \ Yırı ie > [vi IM + — 5 Phvıdr 
u r 2u  r 


Das Integral 
I+]1 
[% \ wir Yırı dt 
u r 


ist immer größer als Null. Folglich gilt Z}"” < Er}ı, womit die Behauptung | 
bewiesen ist. 


5,4. Man erhält 
yı, +, =%= -A,. htrhbzUNxP +ıxp 
mitp= -ihr,. 


5,5. Die potentielle Energie ist 
1 242 
Ur) = 5 uw“r*. 


Der radiale Anteil R der Wellenfunktion genügt der Gleichung 


2...2.,2 ] 
R' BER + ae e. z DIR- 0. 
r h h r 


+ e — Ar” — 2 ur =0. (1) 
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Berücksichtigen wir das asymptotische Verhalten vonyfürr>Oundr-o, 
so erhalten wir die Lösung in der Form 


= r'*! exp 5 r u(r). (2) 
Durch Einsetzen von (2) in (1) finden wir eine Gleichung für die Funktion u: 


en art ja(14 3) Rum (3) 
R 


Führen wir die neue unabhängige Variable & = Ar? ein, so folgt aus (3) die 
Differentialgleichung 


2 
les) rl )ogete=0 
de 2 de 2 2) 2 


Lösung dieser Gleichung ist die konfluente hypergeometrische Funktion 
uU>R dt zes Be i 
2 2 | 2 
Die Forderung, daß R für r — oo abnehmen muß, liefert 


L Bess = en Mel, 12). 
2 2 


Damit erhalten wir für die Energieniveaus 
ei 3 
1a (14 2n, + ) 
r : 2 
und für die Wellenfunktionen 


Yn,im = r' exp Eu Fin. + x ar Yım(d, 9). 
5.6. Die Wellenfunktionen lauten 


Dunn: > z) = Pn,(%) 9) Pn;(Z); 
wobei 


OK er u DEslE 2 (% - 5) exp (- 3) 


X 
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ist. Die zugehörigen Energieniveaus sind 
3 
Enınn, = Aw (" +Tn+Nn3+ ) 


(vgl. Aufgabe 1.6.). Der Zusammenhang zwischen 9, „ und D,,n,n, lautet für 
n,.=(0, !=]1: 


1 
Yoıı = en + 1D910)» 


Voio = Doo1> 
1 3 
Yoi1,-ı 7 —=(®o0 — iDo10)- 
v2 


5,7. Man findet 


Z,=(n+Dan+2 
mit 
n = 2n, +1. 


5,8. Man erhält für $He 
mit 


und für '$0 


see ( F 5 exp 5 S 
(ro Y2n)’ ro 270) 


R = 3,73 Yo» 
5,9. Die Gleichung für die radiale Wellenfunktion lautet 

h2 h* 

___ > Laer + — SS Dry {Ur)— EYR=0, 
2u r” dr dr Zu Fr 

wobei u die reduzierte Masse ist. Wegen M,® M„=M silt 

MM. _M 

"TımM,+Mm 2 
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Setzen wir 2=0 und R=yf(r)/r, so erhalten wir 


Mit der neuen Variablen 


E = exp Be 
2a 


finden wir 
d’ 1 k* 
2 = dx 23 ec _ — 4 u 0, 
| de Ed & 
wobei 


2, Ba Win so 
k h 


ist. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet 
x = BıJilc£) + B2J-ılcl). 


Für r> © (€ 0) muß die Wellenfunktion des stationären Zustandes ver- 
schwinden, so daß B, = 0 und folglich 


R= Pi . or(-;.)| 
r 2a) 


gilt. Damit R für r = O0 endlich ist, haben wir 
Jı(c) = 0 


zu fordern. Diese Gleichung liefert den Zusammenhang zwischen a und A. 
Man erhält die Werte von a.und A für den Grundzustand, indem man für 
c die erste Wurzel der BesseL-Funktion nimmt (die radiale, Wellenfunktion 
kann keine Knoten besitzen). 


a 1013 k c | A [MeV] 
1 0,45 3,1 100 
2 0,91 37 36 
4,4 2,02 5,1 14 


5.10. Der Mittelwert der Energie E beträgt in dem durch die Wellenfunktion 
y(r) beschriebenen Zustand 


+2 
E= .|ew' dı +| Uy” dr. 
2u 
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Nach dem Variationsprinzip nimmt E den Wert der Energie des Grund- 
zustandes an, wenn w die exakte Funktion des Grundzustandes ist. Setzt 
man für » bestimmte Funktionen ein, die von einem oder mehreren Para- 
metern «, ß, ... abhängen, so wird E eine Funktion E(«, ß,...) dieser Para- 
meter, und man erhält die besten Näherungen für die Energie und die 
y-Funktion des Grundzustandes für die Werte & = 0, P = fo; - - -, die den 
Bedingungen 


(aa) = (res) BR 
\a a Na 


genügen. Dabei ist E (&o, Po; . . .) stets größer als die Energie des Grund- 
zustandes und nähert sich ihr um so mehr, je zweckmäßiger die Klasse der 
Vergleichsfunktionen gewählt wird. 

In unserem Fall haben wir 


1 
v=——R 
8. Ar | Z 


mit 
KR(r) = cexp (-ar/2a). 


Aus der Normierungsbedingung folgt 


- > (x/a)?, 


ist. Das Minimum von Z(«) ergibt sich aus 


dE(&) er 3A? 


mithin gilt 
(x + D* _ 124 ua? 
Te 


&Xo 


= 22,3; &0 = 1,34. 
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Für diesen Parameterwert ist die Energie 
E= —2,14 MeV. 


Die exakte Lösung des Problems führt für die gegebenen Werte von a und 
A auf E= —2,2 MeV (vgl. die vorige Aufgabe). 


5.11. Die radiale Wellenfunktion genügt für r < a der Gleichung 


1a) Na ur-o © 
r“ dr r r 
wobei 
kr I 2uE 
h? 


ist. Fürr=aist R=0. 


Führen wir die Funktion 


x(r) = Yr R(r) 


ein, so erhalten wir aus (1) 
1 I+ 4) 
Y+-xX + je -hr- 0. 
r r 


Dieser Gleichung genügen die BesseL-Funktionen mit halbzahligem Index: 
x(r) = J+1,(Kr), 
R(r) = er" PJ,+1,,(kr). 


Die Energiewerte E = h?’k?/2u der stationären Zustände werden aus der Be- 
dingung bestimmt, daß die BEssEL-Funktionen für r = a verschwinden: 


Jı+1,,(Ka) = 0, 


während c sich aus der Normierungsbedingung ergibt. 
Das Energieniveau eines Teilchens mit dem Drehimpuls / = 0 läßt sich am 
einfachsten bestimmen. Es gilt in diesem Fall 


J (kr) — — sin kr, 
sıkr 


und die Energie beträgt 


h2 2_2 
Eno = EL = . 
2u a 
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5.12. Das Problem reduziert sich auf die Lösung des eindimensionalen 
Problems mit dem Potential 


* für O<r<a, 


U(r) = ı 0 für r>a, 
l« für r<O. 


In der Aufgabe 1.4. setzen wir V,>%, V,= U, und erhalten die 


Gleichung 
| h 
ka=nn — arcsin sin ke „2m a 
2m vd, h 


welche die Energieniveaus des diskreten Spektrums bestimmt. Die Energie- 
niveaus lassen sich leicht mit Hilfe einer graphischen Darstellung finden 
(Abb. 24). Die Topftiefe, bei der das erste diskrete Niveau erscheint, beträgt 


sch” 


8m a? 


5.13. Sind die Kanten des Topfes abgerundet,- so werden alle Energie- 
niveaus nach oben verschoben (AE > 0). Die zu Zuständen mit großem /'ge- 
hörigen Niveaus werden am stärksten verschoben, da sich ein Teilchen, das 
sich in Zuständen mit großem / befindet, verhältnismäßig lange am Rande 
des Topfes aufhält. 
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5.14. Die radiale Wellenfunktion genügt der Gleichung 
[20 2 
x +5 - V)y=0. 


Im Gebiet I (U = 0) hat die für r = 0 verschwindende Lösung die Form 


ein De 


h* 


Im Gebiet II (U = U,) haben wir die allgemeine Lösung 


2u(U, — E 
x= B, &xp [kr — rı)] + B_ xp [-iir — rı)], *° = a 


Die Koeffizienten B, und B_ folgen aus der Stetigkeitsbedingung für x und.’ 
an der Grenze der Gebiete I und II: 


Asinkr, =B, + B_, 
Akcoskr, = x(Bı —- B_). 
Daraus folgt 
B; = 24 (sn kr, + kr), 
" " 
B_ 


z A (sn krı — 2 cos kr). 

2 x 

Für das Gebiet III, in dem wieder U = 0 gilt, lautet die Lösung 
= C, xp [ik(r — r,)] + C- xp [-ik(r — r3)]. 


Die Stetigkeitsbedingung an der Grenze zwischen den Gebieten II und III 
liefert | 
B,etz it) L Bee? =- CC, +C_, 


KB, E27? — B_ e*779) = iklC, — C_). 


Daraus ergibt sich 


Ce = 2 1 + a ertr2=r1) “E In De FE e rad) 
2 ik 2 ik 


eltern re 
ik 2 ik, 


ll Goldman 
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Wir drücken C, (und C_) mit Hilfe von (1) durch A aus: 


fe 2 
C,=-Asinkr, [1 + \e9 0) 
4 ik 
ei et 
X 1 ee e ?rtrz=nı) + Ei kr, 1 _ ik a ?atrz=rn) 

% % 4 
1+— 2 
ik ik 


Die Ausdrücke (1) und (2) bestimmen die Form der stationären Wellen- 
funktion des Teilchens. Die Eigenschaften der Wellenfunktion hängen 
wesentlich von der Teilchenenergie ab. Wir untersuchen die Energieabhängig- 
keit von C, und C_. Nehmen wir x(r, — r,) > 1 an, so können wir alle 
Terme vernachlässigen, die den Faktor exp [-2x(r, — r,)] enthalten, und es 
wird 


ULR& T sinkr, [1 + er )i + ER kr, ‘, 
4 ik x 


C_=C%. 


Ist die Größe in der geschweiften Klammer nicht zu klein, so sind die 
Koeffizienten C, und C_ groß gegen A. Das bedeutet, daß die Wellenfunktion 
nur im Gebiet III wesentlich von Null verschieden ist (Abb. 25a). Ist der 
Ausdruck in den Klammern von (2) klein, so können C, und C_ für gewisse 
Werte der Energie anormal kleine Werte annehmen. Diese Energien liegen 
in der Umgebung der Wurzeln EZ, der transzendenten Gleichung 


E 2 
14 co en =0 
\G-E, h 


und werden als quasistationäre Niveaus bezeichnet. 

Wie man leicht sieht, sind die EZ, die realen Energienivaus des diskreten 
Spektrums für das in der Abb. 26 dargestellte Potential (r, > 00). 

Daher sind die Wellenfunktionen, die den in schmalen Bereichen in der 
Umgebung der quasistationären Niveaus liegenden Energien entsprechen, im 
Gebiet III verschwindend klein (Abb. 25b). | 

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens mit definierter Energie 
im Gebiet I ist Null. Tatsächlich gehört die Wellenfunktion eines Teilchens 
mit definierter Energie zu einem kontinuierlichen Spektrum, und das Integral 
von |y(r, E)|? über das Gebiet III divergiert, während das Integral über das 
Gebiet I endlich ist. Das gilt auch für die Zustände in der Nähe der quasi- 
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stationären Niveaus. Zur Bestimmung der Austrittswahrscheinlichkeit des 
Teilchens aus dem Gebiet I haben wir einen Zustand zu untersuchen, der 
aus einer Superposition einer Reihe stationärer Zustände dicht beieinander- 
liegender Energien besteht, d.h. ein im Gebiet I lokalisiertes ‚„‚Wellenpaket“, 


Um) 


U) " 
II: 


N 


nn 7 e 
187) 
b) 
N __. Abb. 25 
Ur) 
Up 
| Abb. 26 
0 , r 
dessen Zerfließen im Laufe der Zeit wir betrachten müssen. Als Wellenfunktion 
für {= 0 wählen wir die Funktion x,, die im Gebiet III praktisch ver- 
schwindet und in den Gebieten I und II mit der Wellenfunktion des quasi- 


stationären Niveaus übereinstimmt. 
Wir entwickeln xo(r) nach stationären Wellenfunktionen: 


oe | HE) 1er) dE. 3) 


0 


Wir nehmen an, daß die Funktionen xz(r) bezüglich der Energie normiert 
sind. Der Zustand des Teilchens zur Zeit f ist 


Xolr, t) = | Y(E) xx(r) exp -; Br | dE. 


11* 
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Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Teilchen sich zur 
Zeit t im Anfangszustand x,(r) befindet: 


\ \o(E)|” exp E er | dE 


0 


2 


4) 


2 


Wi) = 


| er 


0 


Das Problem reduziert sich also darauf, die Energieverteilung des Anfangs- 
zustandes |o(Z)]? aufzufinden. 
Aus (3) folgt 


HE) = | Or (5) 


0) 


Nach dem oben Gesagten können wir für die Funktion xo(r) die Eigen- 
funktion eines Hilfsproblems mit dem in der Abb. 26 graphisch dargestellten 
Potential ansetzen: 


Für-r<r, ist dann 


Xo(r) = asin kor ( — = 
und für r> nr, | 


k en 5 
Xo(r) = BL 20 “= #5 — ko. 


X%o 
Wir bestimmen k, aus der Bedingung 
K&k % 
sinkorı = --, coskn = —: 
X%o %o 
für die Normierungskonstante erhalten wir 


| 2% 
de | i 
1l+arı 


Die Funktionen x;(r) in den Gebieten I, II, III wurden nur bis auf den 
gemeinsamen Faktor A genau bestimmt. Wir müssen nun A so wählen, daß 
X:s(r) im Energieraum normiert ist. Die asymptotische Form von xz(r) wird 
durch die Werte der Koeffizienten C, und C_ bestimmt. Die Normierung 


| rei 
0) 
liefert 
I Im 
Ce lC.1e-:.:])23 
c.=1c-1=3 |E 
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Daraus läßt sich mit Hilfe von (2) die Relation zwischen A und der Energie 
finden. Oben stellten wir fest, daß das Verhältnis 


a nn 


u 
IC,| A\2rk 


A(E)  A(E) 


für praktisch alle Energiewerte groß und nur dann klein ist, wenn Z in der 
Nähe eines quasistationären Niveaus liegt. Daher besitzt o(E) in der Nähe von 


2,2 
E, = Wk 
2u 


ein scharfes Maximum. In den Gebieten anderer quasistationärer Niveaus 
wird, obgleich A(E) wiederum zunimmt, das Integral in (5) nahezu Null sein, 
da die Funktion xo(r) fast orthogonal zu den Eigenfunktionen x;(r) ist, die 
zu den übrigen quasistationären Niveaus gehören. Folglich sind im Aus- 
druck (4) für die Wahrscheinlichkeit W(t) die Werte von E in der Nähe von 
E, wichtig. ’ 

Unter Berücksichtigung dieser Vorbemerkungen können wir @(E) berechnen. 
Zunächst ermitteln wir die Relation zwischen A und E. Mit Hilfe der Aus- 
drücke (2) für C, und C_ erhalten wir 


c,=c*=13,[1+ \etm 413_(1 - Z\erter, 
2 ik 2 ik 


Ferner sind B., und B_ folgendermaßen mit A verknüpft: 


Bi = 2 (in kr, + nass kr), 
2 x 


DB. = - (sn kr, — Bess kr) 


% 


In der Nähe der quasistationären Niveaus können wir k — k, = Ak setzen 
und annehmen, daß die Bedingungen 


IAk| <ko und |Akl «x (6) 


erfüllt sind. Dann sind die wesentlichsten Terme in B, und B_ 


Be "all + ar) Ak, 
2% 


Bad 


adı) 
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Unter der Voraussetzung e-*"?""? &1 erhalten wir 


IC;| = - er: + ar.) er 


x jan} + An” ge Zrtr2=rı) 5 
“ 1l+arı i 


und wegen ee 
IH = a 


- Id 4k x" etrz=rn) 


2 
A(E) = ankoll + = en 


2 
Ak)” + LEE a 
Ir ” (* se ar ) 


Das Integral (5) für o(E) kann nun ohne Schwierigkeiten berechnet werden, 
wenn man von vornherein voraussetzt, daß die Ungleichungen (6) erfüllt 
sind. In den Gebieten I und II unterscheidet sich die Funktion x;(r) nur 


folgt 


E) Xo, während ihr Verlauf im Gebiet III für die Bestimmung 


wenig von 


von o(E) nicht wesentlich ist, da xo(r) für r > r, exponentiell abfällt. 
Es gilt also 


pe) = A | ar - 2, 
a Jo a 


Einfache Umformungen führen auf 


N 1 
BE) = — ——— 


2 T ; 


mit 
4 
i E zu Eo — ko /k 
| u 
und 
4 
T= 2 Sr (l +arı). 


Integrieren wir in (4), so erhalten wir das Zerfallsgesetz 


Wiı)=e"". 
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Die Wahrscheinlichkeit W(r), daß das Teilchen innerhalb der Barriere im 
Anfangszustand bleibt, nimmt in der Zeit 


Mh: 2 212 
= At En __ tb _ e?rlta=rı) (1 + »rı) 
16 U, \E(U, — E) 


auf den e-ten Teil ab. 


6. BEWEGUNG EINES TEILCHENS IM MAGNETFELD 


6.1. Nach der klassischen Mechanik bewegt sich ein Elektron im homo- 
genen Magnetfeld längs einer Schraubenlinie, deren Achse die Richtung des 
Magnetfeldes hat. Die Beweguäg in der zur Magnetfeldrichtung senkrechten 


Ebene erfolgt mit der doppelten LARMoR-Frequenz 2, (0 = =) Wir be- 
Wc 

trachten die Bewegung eines Wellenpaketes auf der Grundlage der Quanten- 

mechanik. Die SCHRÖDINGER-Gleichung eines Teilchens im Magnetfeld be- 

sitzt die Form 


„V_# Non (,_ =) 


1 2/..2 2 
d I „" o( -y) 


in — = -—— AV + — 
ot 2u i 


Es ist zweckmäßig, ein rotierendes Koordinatensystem einzuführen: 
x = x’ cos wol’ — y’ sin @ol', | 
y=x sinwof + y' cos wol, 
Ze2, (1) 
t=Y., 
YPx,y,2Dd = WVl(xX,y,z,f). 


Es gilt dann 
CE ER 
or 6 öy OX 


Die SCHRÖDINGER-Gleichung lautet in den neuen Variablen 
op’ h l..# 
hs zet gg + - ua?” + y) WW". 
or 2u 2 


Diese Gleichung kann durch Separation der Variablen x’, y’, z’ gelöst werden. 
Die Gleichung für die Funktion o(z’) beschreibt die Bewegung eines freien 
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Teilchens in Richtung der z-Achse. Die Lösung der Gleichung, welche die 
Funktion y(x, y, f) bestimmt, besitzt die Form 


y(x, y, ft) = y% Au, Yn (x 1 Ym (r je) e-toottn+mtD. 


Dabei sind x’ und y’ nach (1) Funktionen der Koordinaten x, y und der Zeit z, 
Xn die Eigenfunktion des harmonischen Oszillators und A, Koeffizienten, 
die so gewählt werden, daß die Anfangsbedingungen erfüllt sind. Der Aus- 
druck für y(x, y, f) ändert sein Vorzeichen nur dann, wenn z um eine Periode 
T = s/w, der klassischen Bewegung zunimmt. Dann ändern x’ und y’ ihre 
Vorzeichen. Beachten wir, daß für die Eigenfunktion des harmonischen 
Oszillators 


aD = (-N’ ud 


gilt, so erhalten wir 


Y (x yt+ =) 
Do, 
Amar Dr >) 


xexpl-iwon +m +1) —- intn+m+]1)] 


= —UX, Y> !). 


In der zum Magnetfeld senkrechten Ebene wird das Wellenpaket also peri- 
odisch seine Form ändern, wobei die Periode gleich derjenigen der klassischen 
Bewegung im Magnetfeld ist. In Richtung des Magnetfeldes zerfließt das 
Wellenpaket wie das eines freien Teilchens. Die Wellenfunktion w(x, y, !) 
läßt sich explizit angeben, wenn die Funktion zu Beginn die Form 


IDoxX | IDoyV 
h A 


y(X, y, 0) = exp 5 [x - x)” + - yo) 1 + — + 


hat. Nehmen wir an, daß Aoo = 1 gilt und alle übrigen A,m verschwinden, 
so erkennen wir, daß sich ein solches Wellenpaket in der xy-Ebene nicht 
ausbreitet und daß sein Schwerpunkt die klassische: Bahn beschreibt. 


6.2. Um den Operator v zu finden, gehen wir von der Vertauschungsregel 
für r und den. HAMILTON-Operator aus: 


= - (Hi — ıH). 
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Wegen 
1..% e.\” | 
H=,,[P-29 + U) 
2u c 
erhalten wir 
w=p-.4. 
c 
Daraus ergeben sich die Vertauschungsregeln für diese Operatoren: 


e 
dv,v, — V,), = wc [- (pxA, 552 A,P;) + (2,4% = AxPpy)] 


ii (Oi BA) iR 
uTc 
Durch zyklische Vertauschung ergeben sich die beiden übrigen Beziehungen. 
6.3. Wir legen die z-Achse in die Richtung des Magnetfeldes, dessen Feld- 
stärke wir mit |9] bezeichnen. Die Geschwindigkeitskomponenten des Teil- 
chens genügen den Vertauschungsregeln 
ieh | 
vv, — vv, = —— |9l, 0, - v0, =0, v0, — vd, = 0 
uTc 
(vgl. Aufgabe 6.2.). Der Energieoperator lautet 
= Sul + v,+ vl. 
Wir stellen H als Summe zweier miteinander vertauschbarer Operatoren dar: 
H al: +93] MR= Un? 
1 2 x yJ> - 2 Z 
Die Eigenwerte von H sind gleich den Summen der Eigenwerte von H, 


und H,. Wir bestimmen zunächst die Eigenwerte von H,. Zu diesem Zweck 
führen wir die Größen 


mit 
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ein. In diesen Variablen lautet die Vertauschungsregel 
PO - QP = -i, 

während der Operator H, die Form 


„ol 40% 
2uc 


hat. Mit den Ergebnissen der Aufgabe 1.6. erhalten wir die Eigenwerte von H};: 
H 
N — = (n+ ;) (n=0, 1: 2:2); H= Hl. 
HC 2 


Die Eigenwerte von H, bilden ein kontinuierliches Spektrum. Die Energie 
eines geladenen Teilchens, das sich im Magnetfeld bewegt, ist also 


h? 2 
Enk, = ee 
uUC 2 2u 


6.4. Wir legen die z-Achse in die Richtung des Magnetfeldes und die 
x-Achse in die Richtung des elektrischen Feldes. Das Vektorpotential des 
Magnetfeldes wählen wir in der Form 


A, = 8x, Ax= A =0. 
Der HAMILTON-Operator ergibt sich in diesem Fall zu 


Sr e ER 
H=—p.+-—(p,—- -181x) + pr — eEx. 
u c u 


so erhalten wir für 7 den Ausdruck 


2 2 r 272 
uk, Ü_mE_ ni ,n 
2u 2u 18 29° 2 


Die Vertauschungsregel für p, und lautet 


_Aelöl, 
C 


PxIt — NP. = 
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Daraus ergibt sich, daß die Eigenwerte des Operators 


2 
IT 


2 
H ı = Px  — 
2u  2u 
mit den Energieniveaus eines Oszillators übereinstimmen, der mit der doppelten 
LARMOR-Frequenz schwingt: 


Eu=n(n +3) H= 9I- 
uC 2 


Da die Operatoren p, und p,, die in den letzten Termen des HAMILTON- 
Operators auftreten, mit 7, kommutieren, kann der Operator 
1 2 pıcE_ uc’E? 


H,=—p 
u HH mM 


gleichzeitig mit H, diagonalisiert werden. 
Daher ist das Energiespektrum des Teilchens durch 


—_—  ———— | Gr  m—— Gm 


2u H 02H 


Eur sk, =h— 

HC 

gegeben. Vergleicht man mit dem Resultat der vorigen Aufgabe, so erkennt 

man, daß das elektrische Feld die Entartung aufhebt, die auftritt, wenn nur 

ein Magnetfeld auf das Teilchen wirkt. Im elektrischen Feld hängen die Energie- 
niveaus von drei Quantenzahlen ab. 


eH ( ) Wk2 hk,cE uc’E’ 


6.5. Man erhält 


Fi eH cp, wuc’E\” 
nm Y, 2) = exp | - + 9,2) - —Ix - = - — 
Yapyn:(%, 9, 2) = EXP K Y + P22) | eH eH? 


er 2 
x HA, Se LI ; 
ch. eH eH? 


6.6. Es gilt 
N A — h\Y@? + o,(2n + |m| + 1) + kwom + hw (* + ;) 


; (n = 0,1,2,...;m = 0, +1, +2,....;k = 0, 1,2, ...) 
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6.7. Das Ergebnis lautet 


wobei 


uc 


die doppelte Frequenz der LARMOR-Präzession ist. 


6.8. Die SCHRÖDINGER-Gleichung besitzt in Zylinderkoordinaten o, , z 


die Form 
io Oy 1,106 ieh 76 ’H’ 
uU IF BEE 
2u (6z 00° 00 0” Oo 2uc 09 Buc 


Wir suchen eine Lösung in der Form 


1 ik.z _im 
»(e, 9, zZ) = —— R(e) e* e"? 
/2n 


und führen neue Bezeichnungen ein: 


eH 2uE 
y= = re 


= —_ — kK& 
Ich v4 


In die Gleichung für die radiale Funktion R(o) 


2 
RHOR+ (Bye 2ym-zyR=0 
“ Q 
führen wir die neue unabhängige Variable £ = yo? ein. Wir erhalten 
2 
ER'+R + Een u R=0 
A 4E 


B m 


4y 2 


so yv=Ev. 
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Die gesuchte Funktion verhält sich für & > oo wie e-®2 und ist für kleine & 
proportional zu Em!/2, Für die Lösung der Differentialgleichung (1) machen 
wir den Ansatz 


Be e 8/2 gIml/2 w(E). 


Wir erhalten w(£&) aus der Gleichung 
1 
EwW’ +(1 + |ml - OH) w + (7 —_ — =V, 
welcher die konfluente hypergeometrische Funktion 


we Fl- (7 " nn) ei: 3 


genügt. Damit die Wellenfunktion endlich bleibt, muß die Größe } — mn 


eine nichtnegative ganze Zahl n sein. Für die Energieniveaus finden wir also 


21.2 
Be ELLE Wer. 
une A 2u 


6.9. In Zylinderkoordinaten ergibt sich 


J, = 0, 
ehım e’H 
I, = > — ne) Yrmkz|” > 
ve  2wc 
ehk, 
I — ums 


6.10. In der Gleichung für die radiale Wellenfunktion R setzen wir u = x oR 
und erhalten 


2 
u” + | BE-® — le) je 
h Q 
wobei m? — !/, durch m? ersetzt wird.!) Der Ausdruck 


h? eH ,\° 
U, = m-+ —— 
e(O) Du 2 ( Ihe 4 


1) Das ist der Substitution /lÜ+D->(/+ '/2)? analog. Zur Rechtfertigung dieses Ver- 
fahrens vgl. Aufgabe 5.2. 
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kann als effektive potentielle Energie bei eindimensionaler Bewegung 'auf- 
gefaßt werden. 
Aus der Quantenbedingung 


erhalten wir das Energiespektrum 


h?k2 ehH Im] . m ) 
Er a ne no, 
2u uC 2 2. 2 


Die vom Minimum von U,.(o) aus gemessene Energie 


stellt die Energie der radialen Bewegung dar, während 
„_ ehH 
E" = — (m + |mi) 
2uc 


die Energie der Drehbewegung repräsentiert. Der Übergang zur klassischen 
Kreisbahn vollzieht sich unter der Bedingung E’ < E’ oder n & 4m + |m|). 
Diese Bedingung ist offensichtlich nur für positive m erfüllbar und läßt sich 
daher in der Form n & m schreiben. 


6.11. Setzt man den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen gleich Null, so 
erhält man für m >O 


= ne ee mil 
on eH 2 2, 
6.12. Man erhält 
ch 
Aoez I—. 
: = 


6.14. Die PAULI-Gleichung lautet 


el (") =; e) _ 4,068) (7) 
01 \%2 Y2 Y2 


wobei | 


6. Bewegung eines Teilchens im Magnetfeld 175 


und wo das magnetische Moment sind. Wir setzen die Wellenfunktion in 
der Form 


“ Sı(t 
(7)=0%20(60) 
v2 $2(2) 
an. Dabei ist die Funktion g Lösung der Gleichung 


;n 9 Zn Ho9. 
ot 


Für die Spinfunktion ) erhalten wir die Gleichung 
$2 


„0 (S au 
ih -( d - 18) ( ') 
Ot\S, S, 
6.15. Wegen HA, = H,=0, H,=Hr folgt 
05 


ih — = — Wollt) sı» 
ot 


ih a = KoH(t) S2. 
u) 


Die Lösungen dieser Gleichungen sind 


. t 
cı exp | Hi) a | 
| ) 


. t 
C2 exp 5; | Ho) a | 
10) 


Die Konstanten c, und c, ergeben sich aus den Anfangsbedingungen 


Sı 


S2 


ce =e*cosö, cn =e*"sind. 


Aus der Form der Funktionen s, und s, geht hervor, daß die Wahrscheinlich- 
keit einer vorgegebenen Orientierung der z-Komponente des Spins nicht zeit- 
lich variiert. Der Mittelwert der x-Komponente des Spins beträgt 


t 

ee INDIE 210 Hit) dt — 2x\. 
= Rh Jo 

Analog gilt 


= Rh. . Pu 
S,= —-sin2ösin!— | Alt) dt — 2«\. 
| 2 h Jo 
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Die Richtung, in der die Spinkomponente gleich +!/, ist, wird durch die 
Polarkoordinaten 


O=%, o-2(.-®| Ho dı) 
0) 


festgelegt. 

Diese Richtung bewegt sich in der Zeit auf einem Kegelmantel. Bei konstanter 
Feldstärke rotiert die Gerade, „längs der der Spin gerichtet ist‘, gleichförmig 
mit der Frequenz 24,HM/k um die Magnetfeldrichtung. 


6.16. Ein Zustand des einfallenden Bündels mit willkürlicher Polarisation 
kann immer als Superposition aus zwei Zuständen dargestellt werden, wobei 


in einem Zustand (0) der Spin parallel und im zweiten Zustand () anti- 


parallel zur z-Achse gerichtet ist. Wir betrachten zunächst den Fall, daß die 
Spins der Neutronen im einfallenden Bündel in Richtung der z-Achse orien- 
tiert sind. Für die einfallende reflektierte und gestreute Welle haben wir dann 


A ı eu. .B 1 er CC l eitzr, 
0 1) 0 


Die Größen Ef, f£,, £ sind mit der Gesamtenergie Z und dem magnetischen 
Moment u. des Neutrons verknüpft: 


_ p h?k? _ E h?k? _ E h?k2 


2» 9 9 — E + H. 
h 2u 2u. 0 2u 2 


Aus den Stetigkeitsbedingungen für die Wellenfunktion und ihre Ableitung 
nach x an der Grenze zwischen den beiden Gebieten (x = 0) folgt 


k, = Kıy = K,,; k, — kız = kzz» 
A+B=C, kA+k,B = k,Cc. 


Aus diesen Beziehungen folgt k,.= -k,, d.h., der Einfallswinkel o ist 
gleich dem Reflexionswinkel 9,. Zur Vereinfachung setzen wir k, = 0. Die 
Lösung der Gleichung lautet 
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Wir erhalten den Reflexionskoeffizienten 


R= B\ (a a 
A k, Zu Kzx 
Sind die Spins der Neutronen antiparallel zur z-Achse gerichtet, so erhalten 
wir im betrachteten Fall 


2u 
kyr = Ki u 2 Fol: 


während die übrigen Resultate dieselben bleiben. Da u, für das Neutron 
negativ ist, gilt für den Streuwinkel 9, > 9 > 92, (siehe Abb. 27). 


Z 


Abb. 27 


Im Falle willkürlicher Orientierung der Neutronenspins hat die Wellen- 
funktion für das Gebiet x > 0 die Form 


wobei C, und C, die Entwicklungskoeffizienten des Anfangsspinzustandes 


nach den Zuständen (0) und ()) sind. 


Eine einfache Abschätzung zeigt, daß merkliche Reflexion selbst für 
H = 10* nur bei sehr langsamen (thermischen) Neutronen (A*x 1Ä) und 
einem Einfallswinkel o stattfindet, der sich von x/2 nur um Bruchteile eines 
Grades unterscheidet. 


12 Goldman 
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6.17. Die SCHRÖDINGER-Gleichung für die Spinfunktion in der z-Dar- 


stellung ” besitzt die Form 
$2 


in 9) 51 “_ u A, MH, = iH, Ss 
ot 5, H, = IH, — A, $2 
(uw ist das magnetische Moment des Teilchens).. 


Wir führen neue Bezeichnungen ein: 


a=" Hcos®, b=© Hsind. 


Mit diesen Größen erhalten wir die Gleichungen, die die Komponenten s, 
und s, bestimmen, in der Form 


ds 3 N. 

—. = ia, +ibe"s,, 
dt 

ds a ’ 

— = jbe's, - ias,. 
dt 


Die Lösung dieses Gleichungssystems lautet 


5, = Ace + Bei?*t, 


Ss, = tot Es A etPrıt ne ee Be 


mit 


= or+d + ton, 
4 2 


l 3 2 ww 
- /-o’+a +b’ +wa— —. 
- \ 2 


Die Größen A und B ergeben sich aus den Anfangsbedingungen und der 
Normierungsbedingung 
sıl? +12” =1. 


Nach einfachen Rechnungen erhalten wir die Übergangswahrscheinlichkeit 


‚2 
sin” d al 5 
Ps; —1/,) = mean |; ” = 2q cos% + g?)’ | 


2 


6. Bewegung eines Teilchens im Magnetfeld 179 


wobei qg das Verhältnis der LARMOR-Frequenz w, zur Frequenz w des rotieren- 
den Magnetfeldes ist: 


5 _ 2u H _®o 


0) 1) 


Die Größe q ist positiv, wenn das Magnetfeld in Richtung der LARMOR- 
Präzession rotiert, und negativ, wenn die Rotation in entgegengesetzter 
Richtung erfolgt. 
Ist der Winkel 9 klein, d.h. /H? + H2/H, <1, so beträgt die Über- 
gangswahrscheinlichkeit näherungsweise | 
9 


t 1 
1/,, -1),) = —— — sin’| -o[(l — 9)’ 9]? 1. 
Pe) in | zoll 0° + ar] 


Wie aus dieser Formel folgt, kann für den Fall, daß die Resonanzbedin- 
gung = @, (d.h.g = +1) erfüllt ist, die Wahrscheinlichkeit für das 
Umklappen des magnetischen Moments bezüglich der Magnetfeldrichtung, 
P(!/z, —!/2) & sin? 1/,10d, für gewisse Werte von t nahezu gleich 1 werden. 

Ändert sich jedoch im betrachteten Fall die Drehrichtung des Magnet- 
feldes (oder das Vorzeichen von H,), so erhalten wir für die Übergangs- 
wahrscheinlichkeit die Größe 


9 
P(!/„ -'/) = Er sin? ot, 


die klein gegen 1 ist. Auf Grund dieses großen qualitativen Unterschiedes 
kann das Vorzeichen des magnetischen Momentes des Teilchens bestimmt 
werden. | 


6.18. 
6.18.1. 


x) =Kırx, 
m 


k 
yt) = 70; le, +»; 
2m m 
z() = ur ro, +&t+z. 
2m m 


12* 
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6.18.2. 


Dee ee 
2m 

= - FE rüpre - Ban), 
2m 
m 


. 212 hr 2 m 2 
(2) = Ar + EP - (or - By ER) 
‚Am m Oz 


m 


.2,2 2 
(Ax)7 = (Ax); + Me I) dr. 
öx 


2 
m 


2,2 2,2 2 
A = Ar tt - (Br - ar)? + | 9 dr, 
+ — 


Anmerkung. Wir betrachten als Beispiel eine Gruppe von Teilchen, für die 
die z-Komponente des Spins bei {= 0 mit Sicherheit gleich +!/., d.h. 

= 1,ß = 0 ist. Aus den Resultaten erkennt man sofort folgendes: Bewegen 
sich solche Teilchen in einem inhomogenen Magnetfeld, so erzeugen sie auf 
einem Schirm, der aufihrer Bahn aufgestellt wird, zwei Flecke, welche dieselben 
z-Koordinaten, aber y-Koordinaten mit entgegengesetzten Vorzeichen be- 
sitzen. 


6.19. Die Magnetfeldrichtung läßt sich durch die beiden Polarwinkel # 
und o festlegen, welche Funktionen der Zeit sind. Wir können den HAMILTON- 
Operator für das neutrale Teilchen in der Form 


H= -ulöl(J, sin®coso + J,sin®sino + J,cos®) 


schreiben, wobei {$| der Absolutbetrag der magnetischen Feldstärke ist. Wir 
bezeichnen den Drehimpulsoperator in Magnetfeldrichtung mit J;,. 


J: = J,sin®cosp + J,sin®sing + J,.cos®, 
und führen die Eigenfunktionen y„(f) des Operators J; ein: 
Ip) = MY). 


Die Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung 


ih > = Hy 
ot 
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setzen wir ın der Form 


Yan! Un?) 
an. Bekanntlich gilt (vgl. Aufgabe 4.20.) 


Yn(t) = exp (— iJ,o) exp (— iJ K)) N 


(0) 


wobei y,„ der Gleichung 


(0) (0) 
JzUm == Mym 
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genügt. Zunächst berechnen wir y„(f). Mit den Beziehungen 


exp (iJ,9) J; exp (-iJ,d) = J,cos® — 


In = SYU+mG-m+ 1) vmı 
+ /U+m+DG- my 


Ip = NG +m)G-m+D)y®%, 


folgt 
Yn(t) = (-ipm cos d) Yn(t) 


-S/G+m+DU- my 


J.sin®, 


(0) 
m+1> 


(0) 
m+i1 


+ NG +m +1) - m) (ipsind — D) yn+1() 


+ SVG+mG-m+)) (ip sin d + D) nid. 


Setzen wir y,„(f) in den Ausdruck 


ih)’, {Yml!) Anl!) + amd) yakd} = — ulHl im alt) Ynlı) 


ein, so erhalten wir ein Gleichungssystem, das die zeitliche Änderung der 


Koeffizienten a, bestimmt: 


ih en + mu)$la„ = —mho cos da, 
t 


+ 5 MP sin 0 + /G+M)G-m+ Day. 


+ = hp sind -DNYG-m)G+m+ Danıı- 
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Gilt 
H -: H 
<< T. ö <— H = |$|. 


d.h., ist die Winkelgeschwindigkeit der Änderung der Magnetfeldrichtung 
klein gegen die Präzessionsfrequenz, so kann man in diesem Gleichungssystem 
die rechte Seite vernachlässigen und erhält 


Am > EXP r] 


In diesem Fall ist also die Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Werte 
der Drehimpulskomponente in Richtung des zeitlich veränderlichen Magnet- 
feldes konstant. 


6.20. 
Em = —-1) = 2u H - u?a”?(3cos’® — ]), 
E(m = 0) = 2u? a”?(3cos?# — ]), 
Em =1) = —2u4 H —- u?a”?3cos®’® —]). 


Ein ähnliches Problem tritt auf, wenn man die magnetische Kernresonanz 
z.B. in Gips CaSO, :2H,O betrachtet. Gips enthält Protonenpaare, die 
genügend weit voneinander entfernt sind, so daß man sich den Kristall in 
erster Näherung als aus einer Anzahl unabhängiger magnetischer Kernpaare 
aufgebaut denken kann, wobei jeder Kern nur mit seinem Partner in Wechsel- 
wirkung steht. | 


6.22. Da die magnetische Wechselwirkung zwischen den Kernen als klein 
vorausgesetzt wird, besitzt der HAMILTON-Operator die Form 


3 
H = gpI$| % I; + V 
ge 
mit 
V= YA — 3zylr) 


(vgl. Aufgabe 6.21.). | 
Der Zustand des aus drei Kernen bestehenden Systems wird durch den 
folgenden Satz von Größen charakterisiert: 


O=-% +8), ?’O + + =), 
I 


z (I, = Iız a Izz nu I3.). 
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Berechnen wir die Matrix, so erhalten wir 


ee: Te3 -26 000 
I=3 0 22 PP y 
l,=3+11=4# J=0 0 8 00 
I=4 J=]1 0 70% 
mit 
1 Ds 
= „Ai + A23 + Ası), 9 = Eu: — Aıs — Aaı): 
v6 
P=  Aıs — Ass), =o’+ P° + w: 
Für ,= —-3, —} hat die Matrix V dieselbe Form. Die Eigenwerte der 


Matrix der Dipol-Dipol-Energie sind —2o, 0, «x +6, « —- 0. Für die ge- 
suchten Energieniveaus erhalten wir die folgenden Werte (|$| = H): 


Da Be nee 
2 2 
E, = 1 gßH Es= - 2 gßH 
2 2 9 6 2 9 


1 1 
ne RER E, TANTE 


Eu = SgßH + 0-8. Es = ßH +68. 


6.23. Wir legen die z-Achse in die Richtung des Magnetfeldes. Der 
HAMILTON-Operator besitzt die Form 


1 
B= Böll. +, 9 = AL Pulılı + Id) 
mit 


2 
A = _ Dir = ö F 
2IOI-1) 


1 84 Lösungen 


Wir erhalten die Matrixelemente 


(m VIm) = 22 (3m? - U + D), 


(mirIms+ 1 - Aa) om + DÄUFm) (+ m+ Dyr, 
zZ 


(m |V|m +2) = Alyıı — = + 2/91) 
x{(UFmM)UFm-WUtm+l)It£m+2}”. 


Mit Hilfe der gewöhnlichen Störungstheorie folgt für die Energieniveaus in 


zweiter Näherung 


a2 
E, = mgßH + & (3m? - 1 + 12 
2 Öz 
6° ui 0° 2 
+ ae DEN or 1) — 8m’ — 1} 
2 gßH 
ö n2 ö 3 
42 ee dar 2 
eg ze Dre en. 
8 gßBH 


Die Ableitung des elektrostatischen Potentials © wird an der Stelle genommen, 


an der sich der Kern befindet. 


7.ATOM 
7.1. Aus der angegebenen Ungleichung ergibt sich 


[vv de + z | wine Pr) de + 2: (wn v?dr 20. 
Integriert man im zweiten Term partiell und beachtet 
(Yr” =1 und Ar=2/r, 


so erhält man 


l Z 7 
- Ivy? de - |< Iyl’d 2 -— | pl” dr. 
2 r 2 
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Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich dem Mittelwert des HAMILTON- 
Operators (im Maßsystem mit e=i=u=]) 
Z 


su--lı-/ 
2 r 


im Zustand w. Der niedrigste Energiewert ist — Z?/2. Das Atom befindet sich 
dann in einem Zustand mit der Wellenfunktion %,, die: der Differential- 
gleichung erster Ordnung 

Vyo + ZyoVr = 0 


genügt, aus der 


Yo x ee 
folgt. 


7.5. Zunächst berechnen wir die Wellenfunktionen in der Impulsdarstellung 
nach der allgemeinen Formel 


H 
op) = rzllk halt) dr. 


Für den 1s-Zustand finden wir 


91s(P) = -( 


2a\ ’? 1 
a\ıh A ) 
r 


1 /2a\? 4 
92:(P) = In = a 


Dem 2p-Zustand entsprechen drei Eigenfunktionen (m, = —1,0, +1): 
1 /a\ p.a 
(0) i z 
== i—-I-—- r 
==: (R) a 
h? 4 
5 37, i 
i [a (px + ip,) a 
= -(e)" etwa, 
/ 2\% 


2.2 3° 
Rh DO 
h? 4 
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Mit Hilfe dieser Ausdrücke läßt sich die normierte Impulsverteilung 
w(p) = |p(p)|? berechnen. | 


7.6. Man erhält 
s 2 . 


Bei vorgegebenem n besitzt dieser Ausdruck für „Kreisbahnen“, d.h. für 
I=n-|, ein Minimum: 


77. Für nn =1,n.=0,m=0 folgt 


R;ı(r) Yıo(®, 9). 


2 


7.9. In der klassischen relativistischen Mechanik lautet die HAMILTON- 
Funktion 


1 
Y1,0,0(& N, 9) = —— Rzo(r) Yoo(®; 9) + 
2 


H= /uwc* + p?e? + pc” — uc” + Ur) x > + Un+H, 
2u 


mit 


Wir fassen nun p als Operator auf, 
p= —ihV, 


und betrachten 7, als kleine Störung. In unserer Näherung hat die SCHRÖ- 
DINGER-Gleichung die Form 


B + u0) |p= Er. 
2u 


und die gesuchte Energiekorrektion im Zustand n, /, m beträgt 


Y*(E — Ulr))’y dr 


1 a 


_ 38° BGB [5 ae (& )- 


2uc® nuc@2l +1) 8n QAl+1)n®| AH’ \h 
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7.10. Statt von den ungestörten Wellenfunktionen mit definierten Werten 
von /, und s, auszugehen und die Säkulargleichung zu lösen, ist es zweck- 
mäßig, als ungestörte Wellenfunktionen die Eigenfunktionen von !? und j? 
zu wählen, wobei j=1!1-+ 3 der Gesamtdrehimpuls ist, der, wie man sofort 
sieht, mit 7, vertauschbar ist. Beachten wir, daß der Operator 


P=Nl+1)+s(s+1 +28 
in Anwendung auf diese Funktionen j(j + 1) ergibt, so erhalten wir 
IE = AH. _JIGH ee 1) „2/1 dU 
Au” c r dr 
Für das Wasserstoffatom gilt U= -e?/r und daher 


(I\l___1_(wei\’ 
e)) PI+)(d+ Ei 


woraus schließlich folgt 
AB, = ve (’ jj+1)- M+D- sc + ) 
4? \fc AM’il+H)U+D 


Diese Formel läßt sich vereinfachen, da im betrachteten Fall s=2 gilt 
und die beiden Fälle j=/-4+ undj=/++% möglich sind. Wie man 
leicht verifiziert, gilt | 


a R 
HDD + = I für j=1+3, 


- (1+1 für j=1-4}; 
für beliebige j und / ergibt sich somit 


4 2\ 2 
ee ee) 
h” \hc) 2n j+4 I+4 


Addiert man AE, zur Korrektion AE,, welche die Geschwindigkeitsab- 
hängigkeit der Masse berücksichtigt (vgl. die vorige Aufgabe), so erhält man 


A ue* (e\” 1/3 1 
rare ee 
ec) n"\en 2j+1 


Dieser Ausdruck hängt nicht von / ab, d.h., zwei Niveaus mit gleichem j 
und verschiedenem / besitzen dieselbe Energie (die Niveaus sind entartet). 


7.12. Beim ß-Zerfall wandelt sich der Tritiumkern in den Kern des He-Isotops 
°He um. Der Einfluß des ß-Zerfalls auf das Atomelektron besteht im wesent- 
lichen darin, daß die potentielle Energie des Elektrons im Atom für die kurze 
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Zeit t < h?’/ue* gestört wird und nicht U= -e?/r, sondern U= -2e?/r 
ist. Wir können die Zeit t abschätzen, indem wir annehmen, daß sie gleich 
der Zeit ist, in welcher das 5-Elektron durch das Atom hindurchfliegt: 


worin ao = h?/[uc* und v die Geschwindigkeit des f-Elektrons ist. .Da 
die Energie des $-Elektrons von der Größenordnung einiger keV ist, finden wir 
tx 0,1h?/we*. Aus der SCHRÖDINGER-Gleichung folgt, daß sich die Wellen- 
funktion in der Zeit 7 praktisch nicht ändert: 


e? t 
YR——P<Y. 
r ih 


Wir entwickeln die Wellenfunktion y des Elektrons nach Eigenfunktionen 
des Elektrons im Feld mit Z = 2: 


y= VCH + IE di. 
Die Entwicklungskoeffizienten 


= (er dr, 


CH IK di 
bestimmen die Wahrscheinlichkeit der Anregung 


w.= Y lc,” 


und der Ionisation 
Wion = fie de. 


Da y eine kugelsymmetrische Funktion ist, sind die c, und c,; nur dann 
von Null verschieden, wenn die durch rn bzw. k charakterisierten Zustände 
s-Zustände sind (/ = 0). 

Wegen 


3/2 _Zr n 
R@2=2 2 en —-n+ a 
n n 
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finden wir 


a \; R@ RA’ r” dr 
) 


N la 
Er) 
(2 + 2) n + 


Mit Z=2, Z’=] erhalten wir für n=]1 


d. h., die Wahrscheinlichkeit, das Ion ®He im Grundzustand vorzufinden, 


beträgt 
8 3 
w, = |cıl? = () 0,70. 


Folglich ist die Gesamtwahrscheinlichkeit für Anregung und Ionisation 
1 — wı * 0,30. 
Für n=2,c,= -t folgt w, = 0,25. 
Mit Hilfe der Beziehung 


F6,8,y;)=(1- Roy -0,y- BY; x) 
folgt 
_2n °(n-— ei ui 


= cal“ (n + a 


Wir geben die mit dieser Formel berechneten Anregungswahrscheinlichkeiten 
für einige der ersten Niveaus an: 


| EN 1 a RE 
(5). En T a 


23 


7.13. Der HAMILTON-Operator lautet (alle Rechnungen werden in atomaren 
Einheiten e=% = u = 1 durchgeführt): 


H=--4-2- 2-04 


rı r2 rı2 
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Wenden wir die Variationsmethode an, so haben wir das Integral 
EZ) = | Y*Cu, 12) Hykıy, 13) de, dr, 


E 
zu berechnen und Z’ aus der Bedingung - = 0 zu bestimmen. 


Im betrachteten Fall gilt 


Yli,12) = ce "tr? 


mit der Normierungskonstanten c = Z’’/n. 
Die Integrale der ersten vier Terme lassen sich einfach berechnen: 


1 1 2 2 
IK: 21734, = Sr age A Y(tı , 12) dtı dr; 


ri 19) 


= Zen ZZ, 


Das Integral mit 1/r,, wird zweckmäßig durch Einführung elliptischer Ko- 
ordinaten berechnet: 


s=r, tr, {[=r, -r, U=fjs 
dr, di, = n?(s? — I?) uds dt au, 


-ustsu, VsUSSSow. 
Es folgt 


[ve ‚t,) -- dr, dr; 


12 


[e) s +u 2 2 
we | | au | Beet Tre >z,, 
(6) 0) u u 8 


Schließlich erhalten wir 


EZ’) = Z* - 2ZZ + = Z. 
EZ’) besitzt für 
Zee 
16 


ein Minimum. Für diesen Wert von Z’ ist die Energie des Grundzustandes 


\2 
ie: 2= |, 
ei) 
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Um eine Vorstellung von der Genauigkeit der Rechnungen zu erhalten, 
bestimmen wir das Ionisationspotential des Heliums (Z = 2) und vergleichen 
das Ergebnis mit den experimentellen Daten. Das Ionisationspotential /a. 
des Heliums ist gleich der Differenz zwischen der Energie des einfach ioni- 
sierten Heliumatoms und des neutralen Heliumatoms im Grundzustand. Wir 
finden 

Ine = 0,8476 at. Einh. = 1,695 Ry = 22,9 eV 


(eine atomare Energieeinheit ist gleich 2 Ry = 27eV). Der experimentelle 
Wert beträgt /pe = 1,810 Ry. 

Die Ionisationspotentiale weiterer Zweielektronensysteme wie Li* und Be?* 
sind ebenfalls experimentell bekannt. In der Tabelle werden sie mit den ‘be- 
rechneten Werten verglichen. 


He Lit Be?+ B3+ Be 
rl.) (Z=3) (Z=4 (Z=5) (Z=9) 
Ioer [Ry] 1,6952 5,445 11,195 18,945 28,695 
Ip [Ry] 1,810 5,560 11,307 19,061 28,816 


Die berechneten Energien der Grundzustände stimmen befriedigend mit 
den experimentellen Energien überein. 


7.15. Bahndrehimpuls und Spin des Heliumatoms im Grundzustand sind 
gleich Null. Daher besitzt das Helium diamagnetische Eigenschaften. Die auf 
ein Grammatom bezogene diamagnetische Suszeptibilität ist durch 


2 
e" N, 


FE (7 +r) 


definiert, wobei 

+ 3 [ei + 72) y’ de, de; 
ist (N, ist die LoscHMIpTsche Zahl). Die Wellenfunktion des Grundzustandes 
des Heliumatoms ist näherungsweise gegeben durch 


7” 

= - Zr, +r2)/a 

vr, 72) = —— © Re 
ta 


Berechnet man den Mittelwert r?.+ r2 mit Hilfe dieser Funktion, so er- 
hält man 
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Durch Einsetzen dieses Wertes in den Ausdruck für die diamagnetische 
Suszeptibilität folgt 


x = -1,67:- 10°®. 
Der experimentelle Wert der diamagnetischen Suszeptibilität beträgt 


x = -(1,90 + 0,02) - 10-6. 


7.16. Wir führen zweckmäßigerweise die folgenden Bezeichnungen ein: 
Z,=0, u, =23, 22” =a, cZ”=b. 
Aus der Orthonormalitätsbedingung folgt 
12ß° 
©” — oB + 


Mit den neuen Bezeichnungen. haben wir für vw, und y, 


1 
yZ2 = >. +ß), b’= 


-or 
Yı = YVıoo = QeC Yoo» 


I 


1 — pr 
%2 = W200 ra eale P Yoo- 
Die genäherte Wellenfunktion des Lithiumatoms im Grundzustand kann in 
der Form 
vl) Yıld nı(lo2) YıB) n+(03) 
® = /31 vı(H)n-C) Yıd)n-(o2) Yıl) n-(03) 
v2) n+lı) 922) n+l02) %2(3)N+(03) 
mit 
7:@)=1, n+-29)=0, 7-9) =0, 7--Y)=1 
dargestellt werden. In diesem Zustand gilt S= 3, M = 1, 
Der HAMILTON-Operator lautet im betrachteten Fall (in atomaren Ein- 
heiten e=k=u=]) 


H=Yy la m TEL IE U ELH 
i=1 2 j F; Yı2 Y23 Far 


Wir berechnen die Energie im Zustand ®. 
Die kinetische Energie eines Elektrons beträgt im 1s-Zustand 


i ° (dyvı\“ > il, 
T, = |! -v, -Av,\d = —)ırd=-& 
je ren 
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und im 2s-Zustand 


3 4 
6 a" —-oß+Pß 


Die Wechselwirkungsenergie zwischen den inneren bzw. äußeren Elektronen 
und dem Kern beträgt 


2 © „—2ar 

= - | Min zu | Ze ee ;° 
r or 

bzw. 

ZB = ZB? & — 2B 


U 
i 2 2 a" -oß-+ 


(für Lithium ist Z = 3). 


Die Energie der CouULOMB-Wechselwirkung der inneren Elektronen ist 


5 
—&. 


1 
ie | | — pol? ri]? dr drz = 
12 


08 


Die Wechselwirkungsenergie zwischen den inneren und den äußeren Elek- 
tronen ist 


1 
Kr=2 | | — 1? Ipalo)l? drı dr, 
12 


TER 26° 5 %B(3& + ß) 
«+9 (+ Mo? - aß + Pr) 


Die Austauschenergie beträgt für zwei Elektronen mit parallelen Spins 


A 20: | 


0 


x I N L _ -(@ + ß) | r, dr, 
I. SEE 
(x + Bo" — aß + P9) 


Für 5 =4o erhalten wir 


BR = = (6 > 1) | rz dr, 


27, + T, = te &?o,(A), 
2U, + U, + Kıı + 2Kır = A = —&9:(A), 
E = 29,1) — 8924). 


13 Goldman 
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Die Energie nimmt für diejenigen Werte von & und 4, die den Bedingungen 


d.h. 
2% P1(4) — 924) = 0, apı(d) — 9204) = 0 


genügen, ein Minimum an. Durch Elimination von « erhalten wir 
gı(A) er 295(4) en 0, i= 0,2846. 
9,(A) 92(A) 
Die entsprechenden Werte von & und ß sind 
& = 2,694, $ = 0,767. 
Setzen wir die ermittelten Größen der Variationsparameter in E ein, so er- 
halten wir für die Energie im Grundzustand des Lithiumatoms 


E= —-7,414 at. Einh. = —200,8 eV. 


Der experimentelle Wert beträgt En = — 202,54 eV. 

Wenden wir die Störungstheorie an, d.h., setzen wir & = 3, ß = °/,, so 
erhalten wir für die Energie des Grundzustandes einen weniger genauen Wert 
als nach der Variationsmethode: 


E= -7,05 at. Einh. = — 190,84 eV. 


7.17. Wir betrachten den Operator 7 der kinetischen Energie des Kernes. 
Im Massenmittelpunktsystem 


P+),pH=0 
(% ist der Impuls des Kerns, p, sind die Impulse der Elektronen) hat 7 die 
Form 


Da für das Verhältnis. der Elektronenmasse zur Kernmassse m/M <1 
gilt, kann die Verschiebung nach der Störungstheorie berechnet werden: 


AE= [ver di. 


Dabei ist y die Wellenfunktion der Elektronen im Feld des unendlich schweren 
ruhenden Kerns. 
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Der erste Term in der Formel für T unterscheidet sich nur durch den Fak- 
tor m/M von der kinetischen Energie der Elektronen, die nach dem Virial- 
satz gleich der Energie des Atoms mit umgekehrtem Vorzeichen ist. Daher 
kann AE als Summe zweier Ausdrücke dargestellt werden: 


AE=AE, +AE;, 
set pa * ), Pipup dr 
ä Ba en 


Wir untersuchen den Ausdruck für AE, genauer. Wählen wir y als Produkt 
der Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen, so wird AE, =0, da der 
mittlere Impuls eines Elektrons im gebundenen Zustand immer verschwindet. 
Wird diese Wellenfunktion jedoch symmetrisiert, so ist AE, von Null ver- 
schieden. Wir schreiben die symmetrisierte Eigenfunktion des Heliumatoms 
in der Form 


Ylrı,72) = a yılrı) Palro) & Yılrz) Par), 
2 


wobei sich das obere Vorzeichen auf das Para-Helium (Gesamtspin S = 0) 
und das untere Vorzeichen auf das Ortho-Helium (S = 1) bezieht. 
Setzen wir diesen Ausdruck in die Formel für AE, ein, so folgt 


2 


AE;, = TR 
M 


| vipy, dt 


Das Matrixelement des Impulses ist nur für Al = 0, +1 ungleich Null. Aus 
diesem Grunde verschwindet AE, für die Zustände Isnd, Isnf usw. 

Wählt man für das 1s-Elektron und das np-Elektron die Wasserstoffeigen- 
funktionen mit den effektiven Ladungen Z, und Z;: 


Diez 
Yıs(r) — je e an 
JT 


2 2 __ e 9: 
Yap(r) = Yo SE Zzr/n Fr + 2,4: =) 
n 


n 


so erhält man 


| oz y2n-4 
AE, = + aa I 1), 
M 3 (Zın + Z;) 


wobei das obere Vorzeichen zum Para-Term 1snp!P und das untere Vor- 
zeichen zum Ortho-Term 1snp?’P gehört. 
13* 
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7.18. Es sei y(x, y, z) eine zum diskreten Energiespektrum gehörige Lösung 
der SCHRÖDINGER-Gleichung. Wir betrachten die einparametrige Schar 
normierter Funktionen A” ?y(Ax, Ay, Az). 

Der Ausdruck 


2 
jo | 1, IPylax, Ay, Az)]® + Ulx, », 2) Iplax,2y, = dx dy dz 
u 


besitzt als Funktion von A ein Extremum bei A = 1, d.h., es ist 


| = 
G)., 


Gehen wir zu den neuen Integrationsvariablen Ax, Ay, Az über, so folgt 
IM) =M2T+A U. 

Daraus finden wir die Beziehung 
2T -yU= Ö. 


Es ist nicht schwer, den Virialsatz auf den Fall eines aus vielen Teilchen be- 
stehenden Systems zu verallgemeinern. 


7.19. Man erhält 


h* ; 4. a 4 
7193.25, 0193.25 1083, 2 
ne Ri h 


4 2. 
7.19.4. Are 7.19.5. Zn. 719.6. Zn. 7197. Z». 


7.20. Die Gesamtenergie besteht aus drei Teilen: der kinetischen Energie 
der Elektronen 7, der Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen und 
dem Kern U,. und der Wechselwirkungsenergie der Elektronen unterein- 
ander U,.. Die beiden letzten Terme lauten 


U - | Fear, u 5 [en ar. 
e | 


Um die kinetische Energie zu berechnen, betrachten wir das infinitesimale 
Volumenelement dr im Atom. Die Zahl der Elektronen mit Impulsen zwischen 
p und p + dp ist dem Phasenvolumen proportional und beträgt 


= Sup’ dpde p’dpdr 


dn 
(2r)° 7” 
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Die Elektronendichte ergibt sich durch Integration über p von 0 bis zu einem 
bestimmten Maximalwert p = po: 
3 
— Po 


Zn? 


Die kinetische Energie der im Volumen dr befindlichen Elektronen ist 


po „2 5 
ar=| P_in= cd. 


Pe) 10x° 


Drückt man in dieser Beziehung p, durch e aus und integriert über das Volumen 
des Atoms, so erhält man die kinetische Energie der Elektronen: 


j Gr [e" dr. 


T= 


10x? 
Schließlich folgt die. Gesamtenergie 
E=T+ Uye + ÜVee 
= [er — z|2«+ | der. 
7.22. Das Volumenelement lautet, durch x ausgedrückt, 
de = An? dr = 8 12x5 dx. 
Wir berechnen die kinetische Energie 
_ 128°)” 
257% 
und die Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen und dem Kern 
U. = -8n AXZ. 


Zur Berechnung von 
u. ON) ar 
2 tr —-r] 


ermitteln wir zunächst das durch die Elektronen erzeugte Potential 9,. Durch 
Lösung der Poisson-Gleichung 


T PA’ 


Ag. = 4An % 
erhalten wir 
16 AR? a 
= -——-]1-e "+ Dl. 


e 2 
X 
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Wir berechnen nun U,. mit Hilfe des Greenschen Satzes und finden 
Be | 90 de = 16n? A?2°. 

Aus der Normierungsbedingung ergibt sich A: 
le dt = 1674? =N. 


Setzen wir 
N 


u 167 4° 


in die Ausdrücke für 7, U. U.. ein, so folgt 


_ 12 (3®N\" 1 
25n7\ 16 a 
Une Sa. 
2 
N? 
ee 162° 


Das Minimum von E=T+ U,. + U.. ergibt sich mit 


u Co 1 
N, d0): N 


8 


2/3 2 
E= an N",[Z- :) [at. Einh.]. 
36 \3r 8 


Für das neutrale Atom gilt 


zu 


- 2° 
36 - 64 


16\° _r, 7 
= zZ” = 0,758 Z ° [at. Einh.]. 


7.23. Es sei e(t) der Ausdruck für die Elektronendichte im THOMAS- 
FerMmI-Modell. Für eine solche Funktion nimmt die Energie des Atoms 


2\>/3 / 

DE LE oe®d-Z PR. WE) 
10x° r 2)|k- 

ein Minimum an. 
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Setzt man in diesen Ausdruck statt o die Funktion A?o(Ar) ein, die derselben 
Normierungsbedingung wie o(r) genügt, so erhält man 


E@) = RT + AU, 


wobei 7 die kinetische und U die potentielle Energie der Elektronen im Atom 
bedeuten. Da E(A) für A = 1 ein Minimum besitzen muß, hat man die 
Gleichung 


D2T+U=0, 


die den Virialsatz ausdrückt. 


7.24. Die Wechselwirkungsenergie der Elektronen kann. in der Form 


| 1 Z|Ie 1 
U. = --|peod=- |" d-- dt l 
m 5 [re (I) 


geschrieben werden. Dabei sind a, das von den Elektronen erzeugte Potential 
und o das Potential eines ‚‚self-consistent“-Feldes, welches das Kernfeld enthält: 


Z 
P=9.tr—. 
r 
Im THOMAS-FERMI-Modell gelten die Beziehungen 
2 3 
BO „u, BO, 
2 7 Yo 1% 3 


wobei p.o der Maximalimpuls und @, das Potential am Rand des Atoms 
sind. Eliminiert man p, und drückt in der Formel (1) @ durch o aus, so findet 


man 
212/3 
U er _ IE Pe SR ZN 

2 |r 4 2 


Die ersten beiden Terme unterscheiden sich nur durch die Faktoren von der 
Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen und dem Kern 


ee -Z |! 
r 


und der kinetischen Energie 


22/3 
T= Ir)” 0’ dt. 
10 
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Es gilt also 


U... = ee >r_MN 
2 6 2 


Setzen wir den Wert von 7’ nach dem Virialsatz ein: 
2T = = U e — Eee; 


so erhalten wir schließlich 


7.25. Die zur totalen Ionisierung notwendige Arbeit ist gleich der Gesamt- 
energie der Elektronen mit umgekehrtem Vorzeichen. Unter Benutzung des 
Virialsatzes folgt (vgl. die vorige Aufgabe): 

3 3 
Eion = — Une + = PoN. 
7 7 Yo 


Wir formen den Ausdruck 
U. = -Z | S dr 
r 


um, indem wir das von den Elektronen erzeugte Potential @, einführen: 
Ag. = Ano, 
und den GrEENschen Satz benutzen: 


EL ER 
An) r 
(Das Oberflächenintegral an der Grenze des Atoms ist gleich Null, und es gilt 
-Alır = —40 öft).) 
Es ist somit 


3 3 
Ess -=Z (0 +-N r 
7 9.0) 7 Yo 
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Gehen wir zu den THOMAS- FERMI-Einheiten 


*/3 @/3 
r=xbZ"", »-5(7) ; Re 00. 100 


über, so finden wir 


2 
pl) = PP —- —- = —- 
r 
und da für kleine x 
X) =1-ax+ HZ 


mita=@- 1,58 für das neutrale Atom (für das positive Ion gilt a > a,) 
gilt, erhalten wir schließlich 


wobei x, der Radius des (Z — N)-fach ionisierten Atoms ist. 


71.26. Das Potential einer Kugel mit Oberflächenladung stimmt außerhalb 
der Kugel mit dem CouLoMB-Potential einer Punktladung überein, wenn 
die Gesamtladung in beiden Fällen dieselbe ist. Innerhalb der Kugel ist die 
Differenz der beiden Potentiale 


Jio= -Ze er: — .) 
r a 
Die Änderung der potentiellen Energie der Elektronen im Atom beträgt 


AU = -Ze* 3 ( = .) 


i=1 ad 
wobei 


ae r für r<a, 


0 für r>a 


gilt. In erster Näherung der Störungstheorie erhalten wir die Verschiebung 


der Energieniveaus. 
ze |? pl? > (£ — .) e(r,) dr °... "den. 
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Integrieren wir über alle Variablen bis auf eine, so finden wir 
1. 
[ven Pay.) rv)l” dt, en! dry = nen: 


wobei o(r) die Elektronendichte bedeutet. 
Es gilt also 


AE= 2 |c() E — .) e(r) dr. 
r a 


Mit Rücksicht auf die Tatsache, daß sich o(r) im Gebiet r <a nur wenig 
ändert, nehmen wir diese Größe an der Stelle r = 0 und ziehen sie vor das 
Integralzeichen: 


AE = -Ze?o(0) a a?. 


7.27. Die Wellenfunktion des s-Elektrons lautet 


1 
0) 


Jan r 
wobei x, der Gleichung 


It 2 
Xn + z [Eu = Ur)] x =0 


und der Normierungsbedingung 


| odr=]1 
0 


genügt. 
In der quasiklassischen Näherung erhalten wir die Lösung 
An If? 
= —— 008 (5 p.dr + ’) (1) 
Pan Jo 


mit 
pn = V2ulE, — UM). 
Diese Lösung ist jedoch im Gebiet kleiner r nicht anwendbar. Tatsächlich 
kann man für kleine r, d.h. 
h? | 


r< Zone? Pe? > 
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erstens die Abschirmung des Kernfeldes vernachlässigen und Ulr) = —Ze?/r 
setzen und zweitens auch E,„ gegen U(r) vernachlässigen. Setzt man 


P= N 2u Ze?/r in die Bedingung für die Anwendbarkeit der quasiklassi- 
schen Näherung 


5 
d u 
ar. 


dr 


ein, so ergibt sich 


2 


r> 5° 
Zue 

Um für x, einen Ausdruck zu erhalten, der im Gebiet kleiner r anwendbar 
ist, ersetzen wir in der Ausgangsgleichung U(r) durch —Ze?/r und vernach- 
lässigen E,: 


Diese Gleichung besitzt die Lösung 


2u Ze’ 
ya e Card, 2,/ —z ) (2) 


Um den Zusammenhang zwischen den Konstanten C, und A, zu finden, 
beachten wir, daß das Gebiet, in welchem die quasiklassische Näherung (1) 
anwendbar ist, 


2 


r> 


Zue* 


und das Gebiet der Anwendbarkeit der Lösung (2), welche die Abschirmung 
des Kernfeldes vernachlässigt, 


h? 


sich für große Z überdecken und aus diesem Grunde die Lösungen (1) und (2) 
für h2/Zue? <r < h2/Z''°we? identisch sein müssen. 
Wir zeigen nun, daß die Lösungen (1) und (2) im gesamten Gebiet, in dem sie 


anwendbar sind, dieselbe Form besitzen. Dazu setzen wir in (1) p = Y ZuZe?/r 
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und erhalten 


en SER 2 2 
An 2v2uZ A h 
ns eos 2N u Zer N ; <£r<—;: 8) 
V2u Ze? h Z 2 


Die Bedingung 


A 


r> 5 
Zue 


bedeutet, daß das Argument der BessEL-Funktion in (2) groß ist. Für große 
Argumente (x > 1) gilt aber 


2 r 
Jı(X) 2 2 cos (x _ 7) 


Damit erhalten wir die Lösung (2) in der Form 


a A f: 2 
.:=C /r Feier cos er V2n Ze RE =) 
T /2u Ze’r Rh a; 
2 h 
<r< EIER 
Zue” Z’?ue? 


Vergleichen wir diese Beziehung mit (3), so finden wir 


37T R 
 Terrs An = X, Er 
% 4 IL 


Wir können nun w?(0) bestimmen. Für x <1 gilt 


X 
Jı(&) > 2’ 


und mit Hilfe der Formel (2) folgt 


2 zZ, 2 | 2 
= | _ - ze, 
r>0 h h 


Wir erhalten 


In 
r 
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Die Konstante A, ergibt sich aus der Normierungsbedingung 
if” 37 
[) © cos” (| Pr dr — =”) 
0 2u[E, — U)] 


=1. 


el 
2 Jo 2ulE, — Un] 


Differenzieren wir die Quantenbedingung 
|v?ute, = u@liar = an + pn 
welche E, als Funktion von n definiert, nach n, so folgt 


——-n, 


Vergleichen wir den letzten Ausdruck mit der Normierungsbedingung, so 
erhalten wir 


und schließlich 


Zeiu‘ dE, 


(0 
= ht dan 


(4) 


Für das nichtabgeschirmte CouLomB-Feld gilt 


stimmt mit der aus der exakten Rechnung gewonnenen Größe überein. In 
der Atomspektroskopie wird häufig für die Energieniveaus angeregter Zu- 
stände des Valenzelektrons die Formel 


4 
ue BE 
2h? (n - 0)? — 0)” 
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benutzt, wobei o die schwach von n abhängige RYDBERG-Korrektion ist. 
Mit dieser Formel für E, erhält man 


do 

36 Re 

Z we dn 
Zt 


20 = , 
vu R°_ (n- 0)° 


7.28. Das Elektron befinde sich in einem stationären Zustand mit der 
magnetischen Quantenzahl m. Die Wellenfunktion dieses Zustandes lautet 


Ynım(P; d, ®) "2 Ryı(r) P}" (cos v) Er, 
Die elektrische Stromdichte im Zustand %,,„ beträgt in Polarkoordinaten 


e| am 
Jr = Js = 0, = | | Ynml“- 


p 


ur sin d 


Wie man sieht, besitzt der Vektor der magnetischen Feldstärke die Richtung 
der z-Achse. Der Kreisstrom dJ erzeugt im Punkt 0 (Abb. 28) ein Magnet- 
feld mit der Feldstärke 


dH, = 2 sin’ ®. 
rc 


Abb. 28 


Mit dJ = J,rdöd.dr folgt 
hm([® RR? [? | nlelh [” R? 
H, = | | Pf”)? sin®9 dd = | 2a 


Dieses Resultat kann auch anders gewonnen werden. Wie aus der Elektro- 
dynamik bekannt ist, beträgt die durch eine bewegte Ladung erzeugte ma- 
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gnetische Feldstärke (Retardierungseffekte werden hier nicht berücksichtigt) 


e 1 e 1 
= — _-(txy))= — -[|, 
sem na 


wobei tr der Radiusvektor zum Beobachtungspunkt und I der Drehimpuls 


sind. 
In der Quantentheorie müssen wir zur Bestimmung des Mittelwertes der 


magnetischen Feldstärke das Integral 


h 
ev % ydı 


gen 
uc r? 
berechnen. Wegen /y = my erhalten wir 
Te Le, = SEHE SCHEN 
j ne \r’ ne Pl +H)L+D 


Die Mittelwerte von H,, H, sind im betrachteten Falle gleich Null wegen 


| Hrn dı = | Pro d=0. 


Für den 2p-Zustand (m = ]) - sich 
H,= - ML Be ‚d.h. H, x 10% Gauß. 
12 2uc\ fh 
71.29. Das magnetische Moment eines Teilchens ist 


MM [ri dr. 
2uc 


Für den Fall zweier Teilchen führen wir neue Variable -ein, und zwar die 
Koordinaten des Massenmittelpunktes X, Y, Z und die Relativkoordinaten 


x, y,z des gegenseitigen Abstandes. 
‚Der Mittelwert des magnetischen Momentes ist in den neuen Yarlablen 


Tell IN 50) 
ar rl 0x) 


" 2%e 
1 ö ö\, m-M/ö6 o\ 
x— = Y-)+ x— —- y— |) yd. 

m+ M\ o0Y 0X mM öy 0x 


Analoge Ausdrücke erhält man für M, und M. 
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Im stationären Zustand sind die Mittelwerte der Koordinaten x, y, z und 


der Impulse -i%k 2. — ih a —ih 2 gleich Null. Infolgedessen vereinfacht 
ÖX Oy Oz 


sich der letzte Ausdruck zu 


Me. ee u l-ih vd. 
2m c M öy 0X 


In dieser Aufgabe bedeuten m die Elektronenmasse und M die Kernmasse. 


7.30. Man erhält 
AE = 0,00844 - 2,79 Z°/n? [cm!]. 
Für den Grundzustand des Wasserstoffatoms (Z = n = ]) ergibt sich 
AE = 0,0235 [cm]. 
7.31. Um die Energie bestimmen zu können, muß man die vom Elektron 
erzeugte magnetische Feldstärke berechnen. Am Ort des Kerns erzeugt das 


Elektron infolge seiner Bahnbewegung nach dem BIoT-SAvArTschen Gesetz 
die magnetische Feldstärke 


ltxj 
9ı Zus 3 > 
er 
wobei r den Radiusvektor vom Kern zum Elektron bedeutet und i=-o 


gilt (—e ist die Ladung des Elektrons). Wir führen den Operator des Bahn- 
drehimpulses I ein und erhalten 


Da das Elektron auch ein magnetisches Spinmoment besitzt, beträgt die 
gesamte magnetische Feldstärke am Ort des Kerns 


9=8,+8 le -- 
s I ucr? 2 ° 


r 


Daher können wir den für die Hyperfeinstruktur maßgeblichen Operator in 
der Form 


w= —-PiH 
darstellen, wobei i den Operator des Kernspins und fi das magnetische Mo- 
ment bedeuten. Wir betrachten w als kleine Störung. Der ungestörte Zustand 


wird durch die Quantenzahlenn,j j=1+ '!,j=1- ']») und /! charakteri- 
siert (es wird LS-Kopplung vorausgesetzt). 
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Zur Bestimmung der Hyperfeinstrukturenergie bilden wir den Mittelwert 
des Operators w im Zustand mit den Quantenzahlen 


Sit beit). 
Auf Grund der Beziehung 
m (f DI 
(Mym = (Dim 
S/+D 
erhalten wir 


h Wa; 7 + 1) 
Drum = —- m 
Om HE nu w AI 1, W- 


Mit Berücksichtigung dieser Formel zeigt man leicht, daß sich der Operator w 
in der Form 


ek ,1K+1). 
„3 (ij) 
ne Ji+D 
darstellen läßt. Daraus folgt, daß die Hyperfeinstrukturenergie durch 
eh „[I\K +1 
E= (3) uir+ D-/5+D-i+D)} 
2u c JG+ 


gegeben ist. Bei Berücksichtigung der Hyperfeinstruktur wird also jeder 
Term, der durch die Quantenzahlen n, /, j charakterisiert ist, in 27 + 1 Kom- 
ponenten aufgespalten (falls j > i ist). Die Intervallregel für die Hyperfein- 
multiplettstruktur wird durch die verschiedenen Werte von / bestimmt. 

Wir bemerken, daß man durch einfache Berechnung der Zahl der Hyper- 
feinstrukturkomponenten im Spektrum eines gegebenen Nuklides den Kernspin 
bestimmen kann. Abb. 29 zeigt die Hyperfeinmultiplettstruktur der D-Linien 
des Natriums. 


Ä Icm-7) 
ur aaa 00050 
5 Er 
Y2 er 
32Pap 12 — v»+00025 3 nf | 
1 Pa" BEN AU v; + 0.0008 | 2 


Rn vu zum vous mu zum mu 
III 1] 
III Il 
III 
IIı la! 
IIıı 
a2 AI 111 400583 2 
a 21 
- Y = Y 
D,- 5890 A D,-5896 A 


Abb. 29 
14 Goldman 


—il v+ 00583 
35 
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Die Feinstruktur, d.h. das Vorhandensein des Dubletts (der Linie 
D, = 5896 Ä, die dem Übergang 3? P;,, > 3?Sı,, entspricht, und der Linie 
D, = 5890 A, die dem Übergang 3?Pı,, > 3?Sı,, entspricht), wird durch die 
Spin-Bahn-Wechselwirkung hervorgerufen (vgl. Aufgabe 7.10.). 


7.32. In diamagnetischen Atomen ist nicht nur der Gesamtdrehimpuls, 
sondern auch der resultierende Bahndrehimpuls und der resultierende Spin 
der Elektronen einzeln gleich Null. Infolge seiner Präzession gewinnt das 
Elektron die zusätzliche Geschwindigkeit 


e 
= ——HXxXLT. 
2uc ® 
Mit Hilfe des Vektorpotentials X des äußeren Magnetfeldes, U = !/,9 xt, 
läßt sich die Beziehung schreiben 


wobei o(t) die Ladungsdichte im Punkt r bedeutet (—e ist die Ladung des 
Elektrons). 
Zunächst bestimmen wir das Vektorpotential W des induzierten Magnet- 
feldes: 
! e / ot‘) ! 
AU) = or Dar. 


tr 


Mit 
1 _ 1 | 
Yı2 VR? +1? — 2Rr {cos 9 cos® + sin © sin # cos (® — p)} 


r! 


ZZ für r<R 
s N 4% _ Yın(O, ©) Yınld, 9) |R'*" 
= u Ne en ge l 
im \22+1 Yı0(0) = für R<r 
r 


erhalten wir 


Ale) = z (8 | r’o(r') dr’ +| Dar, 
su c r r’<r r>r F 
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Mit Hilfe dieses Ausdruckes läßt sich die magnetische Feldstärke in z-Rich- 
tung einfach berechnen: 


P eH 2 1 2 ı2 ‚ N 
H,= zZ" —--r ro(lr') dt 
(5 2) 3 )\.. = 


eH er) ;, 
31c2 Se di ; 
RC r>r F 


4 


Das im Mittelpunkt des Atoms induzierte Feld 
a0, = [ED a so) 
3uc r' 3m ce 


das auf den Kern wirkt, hängt von dem durch die Elektronen erzeugten 
elektrostatischen Potential @(0) ab. 
Im THoMmAs-FERMI-Modell gilt 


(0) = 1,588 = mit b= 0,858 IE a= ei 
Damit folgt 
H;(0) = -0,319 - 10"* ZH. 
7.33. | 
H!(0) = —— = 0,599 - 10-* H. 


71.34. "So, "S1s Po,» Daypasy> Dip3la512,712° 

1.35. 

7.33.1580. 81 21392: Pi Po3ss /7,893>°, DD: Diss: 

7.35.4. 15, 35) 1Pı, ?Poıa "Ds >Diaa. 

7.36. 

7.36.1. *S?P2D. 7.36.2. IS ’P!D°F'G. 7.36.3. ?S?P*P2D. 


1.37. 
O:°P2, Cl:”Ps,, Fe:°D,, Co:*F.,, As:*Ss,, La: ?’Ds>,. 


1.38. Man erhält für K, Zn, C und O gerade Parität und für B, N und Cl 
ungerade Parität. 
14* 


212 Lösungen 


7.39. Sind alle drei Quantenzahlen voneinander verschieden, so ist die 
Zahl der Zustände gleich der Zahl der Kombinationen von N über - + M: 
g(M) = CH“. 
Gibt es N’ Paare, für die die Quantenzahlen n, I, m, gleich sind, so gilt 
g(M,) -— N ZN’ ItMs 


7.40. Die Zahl der Zustände ist gleich 


NN, > 1) ee AN, == X + 1) 
x! 


nit N =22/+1). 


7.42. Für die antisymmetrische Wellenfunktion 


Ynilimimsı(&1) Yni ‚im 1m.1(&2) Un Am imı(En) 
i Yn212m 2m,2(& 1) Yn212m 2m,2(&2) Yn212m 2m2(En) 


YnNINm Nm N(&1) YnN Nm Nm N(&2) ... YnN IN m Nm, N(En) 


die aus den Wellenfunktionen des Einelektronenproblems aufgebaut ist, 
schreiben wir abkürzend 


Ö(n'I'm;m: , n’l’m/m?, ..., n"I"m!mS). 

Wir untersuchen die Wirkung des symmetrischen Operators 
N . . 
eu DE — > (% = il;) 
j=l 

auf die antisymmetrische Funktion 

Ö(n'I'm;m!, n’I’m;m? ,... ‚n\I"m\ m:). 
Wie man leicht sieht, gilt 

(L, — iL,) Ö(n'I'm;m, , n’U’m}m}, ...) 

= (+ m!) — m! + D Ön!I!m! — im!, nPm2m2,...) 
+ /(P + m?) (P — m? + 1) öfn!I'mim!, nm? — Im?,..) +... 


+" + mi)" — my + 1) Dn'I'mim!,....,n\I'mY — 1m}). 
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Der Operator S,— iS, hat analoge Eigenschaften; nur wird m, statt m, 
um 1 verringert. 

Ist die Wellenfunktion Eigenfunktion der vier miteinander vertauschbaren 
Operatoren ©, 8, S,, L,, so reduziert sich die Wirkung der Operatoren 
L, — iL, und S, — iS, auf 


(L, — iL,) Ö(SLM;M,) 

= /(L + Mı)(L - M, + DO(SLMsM, - 1), 
(Sx — iS,) D(SLMsM)) 

= /($S + Ms) (S — Ms + I P(SLM; — 1M}). 


Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Lösung des Problems über. 

Im betrachteten Fall haben wir es mit äquivalenten Elektronen zu tun. 
Daher können wir die Quantenzahlen n, ] überall fortlassen. Gelegentlich 
‚werden wir den Wert der z-Komponente des Spins durch die Indizes + an 
m, kennzeichnen. 

Für die Konfiguration p? klassifizieren wir die Zustände nach M, und M,, 
wobei wir uns auf nichtnegative Zahlen beschränken, und erhalten für die 
einzelnen Fälle die Terme 


Ms ML | 

3, 0 8(1*, —1*, 0*) Ö, [45] 

Us 0 D(l*, -17, 0°) D, 15 
Ö(-, —1*, 0*) ®, 2p 
B(*, —1-, 0%) ®, :D 

Ua 1 dd, 17, -1”) D, RP 
D(1*, 0*, 07) DB, 2D 

218 2 (it, 15 0*) oO, ?D] 


Wir.berechnen nun die Wirkung der Operatoren L, — il, und S,-— iS, 
auf einige der oben angegebenen Zustände: 


(L, - iL,) Ds = V2(; — Ö,), 
(L, - iL,) 8 = V2(®, - Ö,), 
(L, - iL,) 8, = V2(8 - ©), 
(S.-18)8, =6, +0, +0,. 
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©, ist die Wellenfunktion des %S-Zustandes mit Ms = °/,, Mı = 0. Wendet 
man auf diese Funktion den Operator S, — iS, an, so erhält man nach (1) 


(S, — iS) ® (*s > ) = /3® (*s n )) 


Wegen 
(5, — iS,) 9, =PD+0P9;+®, 
folgt 


1 1 
o(*s 2’ ) = —(d, +0, +9,). 


„3 


Analog erhalten wir für den ?D-Term die Wellenfunktionen 


o(°D,5. 0) = 7, ® = 2D, Tr D,). 


Der Zustand ?P, !/., 1(Ms = '/„, Mr = 1) ist eine Linearkombination der 
Zustände ®Ö, und D, und orthogonal zu dem Zustand ?D, !/,, 1. Daher er- 
halten wir 


or; ) = 70 + ®,) 


und ferner 


Bst 1 
® =B; -,0 = — (Bd; — B,). 
| 2 ) /2 


Nach demselben Verfahren erhält man die Wellenfunktionen, welche den 
negativen Werten der Komponenten entsprechen. 


7.43. Wie man der nebenstehenden Tabelle entnimmt, hat man zur Be- 
stimmung der Eigenfunktionen der beiden ?D-Terme zunächst die Eigenfunk- 
tionen der Terme ?H, ?G, *F und ?F zu berechnen: 
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Mm | m | | | 

1), 5 8(2*,2-,1*) ®, 27] 

. } B(2*,2-,0*) , 27 

E &(2*, 1*,1-) ®, 2G 
B(2*+,2-, —1*) o, 27 

N ä ©(2*, 1*,0°) o, 2G 
[a Ö(2t, 1, 0+) D, 4F 

D(2-,1*,0*) Ö, ?F 
D(2+,2-, —2*) ®, 27 

8(2*,1*, —1-) ®, | 2G 

” 5 (2*,1-, —1*) Du .AF 
2 8(2-, 1. —1?) D,ı 2F 
DB, 0%, 07) Dia 2D 

D(1*,1-,0*) Dis 2D 

3, 3 D(2t, 1, 0*) Du [F] 
3); 2 DH, 12 —1*) Di; 7] 


Wir berechnen zunächst die Wirkung der Operatoren L, — iL, und S, — iS, 
auf einige der oben angegebenen Zustände: 


(L,— iL,)®, = 20; + 6 D,, 


(L,. — iL)®d, = 20, +20, + V60,, 
(L, S iL,) PD, — 6 D, T 7: D,, 
(S,.-iS)D a =Pı +Dd + Ds, 


(L.- iL)®, = —20,, + 20,0 + 20,, 

(L, - iL,) 6, = Y60,, + 66,, 

(5x — iS) ©1s = Dir + Bio + Do, 

(L, — IL) © = 20,3 - V60,, +, 69,,, 
(Lx- iL)®, = —20,, +68... 


Die Wellenfunktion des Zustandes ?°H, '/,5 (Ms = '/., ML, = 5) ist gleich 
®,, d.h. ©CH,'/,,5) = ®,. Durch Anwendung des Operators L, — iL, 
erhalten wir 


(DB; = 1) o(?R, n ) = wo(eH, n ‘) 


Wegen B 
(L, — iL,) , = — 20, + /6 BD, 
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folgt 
1 j — 
D *H, =, ‘) = —— {/6®, == 2D;}. 
2 Y10 


Die anderen zum ?H-Term gehörigen Zustände, die zur Lösung des Problems 
benötigt werden, ergeben sich zu 


on, - ) —— 75 [/6 D, Er 2D, + AD, =z 28,}, 


on, z ) = 0, - 8, + 30,5 — 28,1 - 30, + V60.3}. 
2 30 | 
Der Zustand ®(?G, !/,, 4) ist eine Linearkombination aus den Zuständen 
®, und d, und orthogonal zum Zustand BA, !/,, 4). Aus diesen Bedingungen 
finden wir die Wellenfunktion 


[ ) G = ) — = 009, + /6 D;}. 
2 10 


Da zu verschiedenen Termen gehörige Zustände nicht durch Phasenbeziehungen 
miteinander verknüpft sind, können wir & = 0 setzen. 

Die anderen Zustände des ?G-Terms ergeben sich durch sukzessive An- 
wendung des Operators L, — iL,: 


1 1 z 
) (6 = ‘) a en 2D, -F 6 B;}, 
2 Y10 
o(°6. n ) = I (/66, + 3Dd, = D; = 28}; 
20 


1 3 
DB(?G,-,2 - 5. 28, + 38, + Do — 49,1, + 408 
( 2 140 | 8 9 10 11 12 
2 
i N Pr 
Um das Problem lösen zu können, müssen wir noch die Funktionen 


o(r = ) und or 2 >) 
2 2 


bestimmen. Wegen 


® (7 ) = Da 
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erhalten wir durch Anwendung des Operators S, — iS, den Zustand 
PER, "2, 3): 
(S, er iS,) Ö ("33 u 3) - /3 0) ("7.3 >) = (S, == iS,) D,;, 


o( - ) u I; 8, +8 +8}. 


Aus dem Zustand D®(*F, !/,, 3) finden wir durch Anwendung des male 
L,- il, den Zustand 5 22): 


1 
°(** 2’ 2)--; = 3 {D, + Do + D,ı1}- 


Die Wellenfunktion BF, !/,, 3) ergibt sich aus der Tatsache, daß sie ortho- 
gonal ist zu den drei Funktionen 


o[(2u.!3\, of:c.\3\, ol“E! 3). 
2 > > 


Die aus diesen Bedingungen bestimmte normierte Funktion ®(?F, !/,, 3) ist 


ji — 
or 2 ) — Zat-v6®, FE do, + D, = 28,}. 


Schließlich haben wir 


1 
255, 2)-- = —— {28 +9 - do + 6 Di3}- 
V 


Wir haben nun vier Zustände mit M,; = !/, und M, = 2: 


u 1 | < 
on, 5: 2) = —— {9 —-d, +30,, — 28,, -39,, + 6 Di3}; 


2 (°65. 2) = 5 120. + 3D, + Do Gary; AD, 1 + AD, > 


us E But 


1 1 
® (* 5 2) - WE [Dd, + do + Dıı}; 


‚> 
BER ETERS, 
D 
„a 
D | 
DD 


= 
)-331- DD; + Do — Bio + V6Bn3}. 
„12 


218 Lösungen 


In diese Gruppe gehen weiter zwei ?D-Zustände ein, die zueinander und 
auch zu den oben angegebenen vier Zuständen orthogonal sind. Aus der 


Orthogonalitäts- und Normierungsbedingung erhalten wir die orthonormierten 
Funktionen 


1 1 
o(. *D, 2’ ) = nz = D, + D;o Tr D,,}, 


op *D, z >) — I (58; + 3D, + Do =3 AD, ; Ge 38, , 
z 84 


- 265,3}. 


Die übrigen Wellenfunktionen der ?D-Zustände, die zu anderen Werten 
der Drehimpulskomponenten gehören, lassen sich durch sukzessive An- 
wendung der Operatoren L, — iL, und S, — iS, leicht bestimmen. 


7.44. Wir schreiben zunächst alle zur Konfiguration npn’p gehörigen Zu- 


stände auf. Dabei beschränken wir uns auf nichtnegative Werte von Ms 
und M;: 


Ms 
17% 
! | 
| ,(*, 17) 
2 o, (ir, 17 | 
D(7, 1%) 
8,(1*, 0*) B,(1*,0) 8,(0*, 1-) 
Mr ®,(0*, 1) 8,(1,0*) 8,00, 1%) 


Ö,(1*, —1*) 8,,(0*, o*) | Pıs(l", -17) @,,(0*, 07) 
®,5(-1*, 1?) D,5(-17,17) D,,(7, —1*) 
®,,(07, 0*) ®,s(-17, 1?) 


Aus der Tabelle geht hervor, daß die vorgegebene Konfiguration die Terme 
ıS, ®S, *P, ?®P, 'D und °D besitzt. 

Bei der Lösung des Problems wählen wir die in der Tabelle angegebenen 
Funktionen als Funktionen der nullten Näherung. 

Da die Energie nicht von den Eigenwerten M, und M, abhängt, kann 
die Störmatrix mit Hilfe von Untermatrizen in folgender Weise dargestellt 
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werden: 


) 
en 


Den Störoperator bezeichnen wir mit V. In der ersten Untermatrix tritt 
nur der °D-Term auf. Folglich gilt 


EVD) = Vıı- 
In der zweiten Untermatrix (M, = 2, M; =) erscheint die Kombination 
der beiden Terme ?°D und 'D: 

ED) + E”CD) = V22 + V33. 
In der dritten Untermatrix (M, = 1, Ms = 1) haben wir die Kombination 
der beiden Terme °D und °P: 

E’CD) +EV’CP)= Va + Vss- 


In der vierten Untermatrix (M, = 1, Ms = 0) kommen die vier Terme °D, 
ID, ?®P und !P vor: 


E“’CD) + ED) EB EP) ae E’C'P) 
—— Ves + Hr + Vos +. Voo. 
In der fünften Untermatrix (M, = 0, Ms =1) gibt es die drei Terme °D, 
>P.°S: 

ED) os EP) + E.(S) = Vj0,10 + Vı1,11 + PVıa.ı2- 
Schließlich tragen zur sechsten Untermatrix (M, = (0, Ms, = 0) alle Terme 
bei ©D,°’P,°S,'!D, 'P, 15): 

EPCD) + ECD) + E”EP) + EV(P) + EVOS) + ES) 

= Vıs.13 + Vıa.1a + Vıs.1s + Vis.is + Vır,ır + Vıis.ıs- 
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Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die Energiekorrektionen der Terme 
durch die Diagonalmatrixelemente ausdrücken: 


E”’CD)=Vıı, 

E”’CÜD)=V+YV3 -Vıi: 

ECM) = Vat+Vs -Vın 

ELDEPLEFTSAT SETS EE T ae TE 


= Var V35 
USW. 


7.46. Der Ausdruck 
eh 
2uc 
ist eine kleine Störung. Wir betrachten die RUSSELL-SAUNDERS-K opplung. 
In diesem Fall kommutiert 7, mit den Operatoren %, J,, 2?, ©. Die Energie- 
niveaus des ungestörten Zustandes werden durch die Quantenzahlen J, L, S 
bestimmt. Jedes dieser Niveaus ist bezüglich der Richtung des Vektors % ent- 
artet, wobei der Entartungsgrad 2) + 1 beträgt. 

Da die bezüglich J, nichtdiagonalen Matrixelemente des Operators_ZL, + 28, 
verschwinden, ist die Energiekorrektion einfach gleich dem Mittelwert des 
Operators L, + 25, in dem durch die Quantenzahlen J, M,, L, S charakteri- 
sierten Zustand. Zur Berechnung dieses Mittelwertes setzen wir in der Formel 
der Aufgabe 4.35. g, = 1, 8: = 2, Jı =L, J» = S und erhalten 

SSREEABERR ; Ei; 
EEE 2 DE an ) PR 
2 2IJ +1 
Nach den obigen Überlegungen ist die Aufspaltung der Niveaus gegeben 
durch 


(L, + 28,) H 


7.51. Die Energie des Atoms im Magnetfeld ist von derselben Größen- 
ordnung wie die Energie der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Deshalb kombinieren 
wir den Operator der Spin-Bahn-Wechselwirkung of(r) 13 (vgl. Aufgabe 7.10.) 


fi 
mit dem Operator Fan (2, + 2s,) JO] und betrachten die Summe 
uc 


Von + 19, + 2) 
2uc 
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als kleine Störung. Im ungestörten Zustand werden das Quadrat und die 
z-Komponente des Bahndrehimpulses sowie das Quadrat und die z-Kom- 
ponente des Spins Konstanten der Bewegung sein. Im vorliegenden Fall ist 
es zweckmäßiger, einen anderen Satz von Erhaltungsgrößen zu wählen. Wir 
werden den ungestörten stationären Zustand durch die Quantenzahlen n, /, 
J, m, charakterisieren ((?, j?, j, sind mit H, vertauschbar). Der Entartungsgrad 
ist im Falle des CouLoMmB-Feldes gleich 2r? und für ein beliebiges Zentral- 
feld gleich 2(27 + 1). Es ist nicht erforderlich, eine Säkulargleichung von so 
hohem Grade zu lösen. Wir bemerken, daß das Quadrat des Bahndrehimpulses 
und die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses im gestörten Zustand Kon- 
stanten der Bewegung sind. Infolgedessen muß die Wellenfunktion des ge- 
störten Problems eine Kombination der Funktionen Yrım, sein, die den- 
selben Werten von n, /, m, entsprechen, d.h. 


V- cıy“°(n, I, j =1- 3; m,) T C3yKn, l,j =1+ z, m;) 


oder in anderer Form 


R® (Yirm, +4 Yin 23 
Ne VI-m, TVs 

Ri VI=-m +3 Yu , 
JO 14 m +3 Yıunyıs 


Die Matrixelemente des Operators V sind 


nl(j= m; ] 1 
MD = 4, + Huom; ( + ) 


ni 


+ Ca 


(OFIem 24 - + Huom, ( = u) 


nl(j=1-4)m; 

2 
nKj=1-4)m; __ nKj=1l+4)m; _ Auo 1 Be: 
en u en = ! 7 2 m; 


A= | Rat) or) Rufr)r”dr und wo = 7: 
0 2u c 


Durch Lösung der Säkulargleichung 


vn 
B ee en —E£, Au (1 +1 - m; 
2 2i+l1 2l+i 2 


H 2 
=. (+1 -mj, En - PS N l- —E 
22+1 2 2 i+i 


mit 
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ergibt sich die Energie E. Wir bezeichnen mit E, und E_ die Energie eines 
Einelektronenatoms unter Berücksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung, 
wobei E, zum Zustand mit j=/+ +4 und Z_ zum Zustand mit j=/-—- 
gehören. 

Wie aus der Lösung der Aufgabe 7.10. folgt, gilt 


E; = EP + A-. E_ EC 


Durch Lösung der Säkulargleichung folgt für E: 
| 1 | 
E = a + E_) + Huom, 


Mm; l>.n9: 3 
Ex,» - E_)+-Hüun. 
TE ) 4 Ko 


i 
a2 R: (Ex - 2, + Huo 


Wir betrachten die Grenzfälle. 


7.51.1. Im Falle schwacher Felder, d.h. für u.,49 < E, — E_, erhält man 
für die Energie folgende Ausdrücke: 


| 2! +2 

E= E. + Hum; ——, 
reg 

U ER RE 0 
2I+1 


Der erste Wert entspricht der Energie des n-ten Niveaus des Zustandes mit 
J=1+ 3, der zweite gehört zuj=1/-— # (vgl. Aufgabe 7.46.). 


7.51.2. Im Falle starker Felder, d.h. für u„4> E, -— E_, gilt 


m; 


= (Ex - E). 


1 1 
I m 7 E_) + HAuom; T a Eu 


Wir bezeichnen mit E, die Energie des Schwerpunktes der Niveaus für den 
Fall, daß kein Magnetfeld vorhanden ist: 
_ ExÜ+D)+E_l 


Es 
+1 


(die statistischen Gewichte der Zustände mit E, und E_ verhalten sich zuein- 
ander wie (2/ + 1)/2/) und mit AE die Differenz E, — E_. Damit erhalten wir 


3) 234.1 2 
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Man überzeugt sich leicht davon, daß dieser Ausdruck mit dem in der Auf- 
gabe 7.53. angegebenen identisch ist. 

Das obere Vorzeichen entspricht dem Zustand mit m, = m, — 4, m, =, 
das untere Vorzeichen gehört zum Zustand mit m =m, +4, m, = -—!*. 


7.52. Man erhält 


cs =v3l+y), a=v3(l-y 


für das obere Niveau und 


=-/a-y, &= -Vil+y 
für das untere Niveau, wobei 
-1 


-AE+ —- HA 
2 Te u 


1 
4 (AE)* Vz 7 TÄEHno + 7 H’uo 


ist. Wir betrachten die Grenzfälle. 


7.52.1. Das Magnetfeld sei vernachlässigbar schwach, d.h. 
AE > Huo. 


Dann gilt y x 1. Für das obere Niveau erhalten wir c, = 1, ca = O und für 
‚das untere c, =(0, co =|1. 


7.52.2. Das Magnetfeld sei stark: 
AE < Huo. 


In diesem Falle haben wir y = = 


_ Itm +4 _ ne 
i 7 2 +1 


für das obere Niveau sowie 


RT! es 
= | = - | 
2i+1  2U+1 


für das untere Niveau. Setzen wir die gewonnenen Ausdrücke für c, und cz 
in die Ausdrücke für die Wellenfunktionen in der Aufgabe 7.51. ein, so finden 


wir 
v= RW Dee Z ) für das obere Niveau 
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und 


y= Re . ) für das untere Niveau. 
Y,,m-3(0; 9) 

1.53. Da die Energie im Magnetfeld bedeutend größer als die Energie der 
Spin-Bahn-Wechselwirkung ist, können wir die letztere in erster Näherung 
vernachlässigen. 

In diesem Falle sind Z, und s, Konstanten der Bewegung, und die Auf- 
spaltungsenergie ist 


3, 
Er 5; Hm, + 2m). 
U C 


In zweiter Näherung berücksichtigen wir die Spin-Bahn-Wechselwirkung. 
Die der Aufspaltung im Magnetfeld überlagerte Multiplettaufspaltung wird 
durch den Mittelwert des Operators 


(13) 


2 
e 1 
2: 2.3 


2u” c* r® 


(vgl. Aufgabe 7.10.) im Zustand mit vorgegebenen Werten von m, und m, be- 


stimmt. Besitzt eine Drehimpulskomponente einen festen Wert, so sind die 
Mittelwerte der beiden anderen Komponenten gleich Null. Daher gilt 


8 = MıM;. 


Abb. 30 


Die Aufspaltungsenergie der Niveaus beträgt also unter Berücksichtigung 
der Spin-Bahn-Wechselwirkung 


(1) eh e? .- 1 
E = Hm, + >2m,)  —— (| — mMm;. 
; 2u £° 
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In dieser Beziehung drücken wir 1/r? durch die Energie der Feinstruktur- 
aufspaltung ohne Magnetfeld aus. Man findet leicht (vgl. Aufgabe 7.10.) 


e’# (5) a En,1,j=1+4 # Ent.s=1-4 = AE 


2u? c? r) I+% I+4 


Schließlich erhalten wir für ZU? den Ausdruck 


E’= ee: + 2m,) + ze mMmMmz. 
2uc I+3 
Abb. 30 zeigt schematisch die Aufspaltung der 1s- und 2p-Terme eines 


Alkaliatoms im starken Magnetfeld. 


7.54. Die Störenergie ist im vorliegenden Fall durch 


h 1 „3 | N 
v- zB one | + Hs, + BHI, 
ver r UC 

gegeben. In diesem Ausdruck können wir den letzten Term vernachlässigen, 
da das magnetische Moment des Kerns klein gegen das magnetische Moment 


des Elektrons ist (? < ) 


2uc 
Gehen wir so wie bei der Lösung der Aufgabe 7.51. vor, so finden wir die 
Säkulargleichung 


H HA 5 
i+3% Me: 2 


2 
Ate. |(1+1 u ee ie 
ze 2 i+4 


Dabei sind E, und E_ die Energien der Terme unter Berücksichtigung der 
Hyperfeinstruktur, wobei E, zum Zustand mit f=i +4 und E_ zum Zu- 
stand mit f=i — % gehört; m, ist der Eigenwert der z-Komponente des 
Gesamtdrehimpulses (m; = ff — 1, ..., —f), ferner ist Ko = ehl2u c. Durch 
Lösung der Säkulargleichung ergibt sich 


E,+E__ 4E 2E 
jan + fir m; + 
i+ 


2 2 3 
mit 
Abe er a ee 
AE 


Wir bestimmen nun die Größenordnung der magnetischen Feldstärke, bei 
der die durch die gewonnene Formel beschriebene Aufspaltung beobachtet 


15 Goldman 
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wird. Gemäß den Bedingungen der Aufgabe haben wir 
u. rel 
Ko 
Im Falle des Natriumatoms gilt AE,,- = 0,0583 cm”! = 1,962 : 10”! erg. 
Mit uo = 0,922 - 10”?° Gauß - cm? ergibt sich die Feldstärke H größen- 
ordnungsmäßig zu 7 x 600 Gauß. 
Wir untersuchen die Grenzfälle. 


7.54.1. Im Falle schwacher Felder, d.h. für u07 < AE, erhalten wir die 
Energie 


Em Ey, + my, 
i+4} 

Bei. 20, 
ze 


7.54.2. Im Falle starker Felder, d.h. für v.4 > JE, folgt 


1 
E= Se + E_) FF Huo- 


7.57. Die normierten Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms lauten für den 
ungestörten Zustand (vgl. Aufgabe 4.21.) 


R Rn,j-3 W +m, ee u | 
Vnis=ı+4)m; Fe Us 


F ae 
v2 vji—m; Y,-2,m+3 


Rusts Vi+1l-m, m; Fe u 
=uU,. 
S2j+2 +2 Yj FM Tim 


Die Energie wird durch die beiden Quantenzahlen n, j bestimmt. Befindet 
sich das Atom in einem homogenen elektrischen Feld (EZ, = E, = 0, E, = JE), 
dann bleibt j, nach wie vor eine Konstante der Bewegung, der Bahndreh- 
impuls dagegen nicht. Die Matrixelemente des Störoperators V = e|®] z ver- 
schwinden für Übergänge zwischen Zuständen mit verschiedenen Werten 
von m,. Die Diagonalelemente des Operators V sind ebenfalls gleich. Null: 


2 |utzu, dı = 2 |utzu. dr. (2) 


(1) 


 Pnlj=1-4)m; 7 


Um die Aufspaltung zu bestimmen, müssen wir daher diejenigen Matrix- 
elemente von V berechnen, welche dem Übergang aus dem Zustand n, j, m 
!=j+% in den Zustand n,j,m,, I=j- % entsprechen. Das gesuchte 
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Matrixelement ist 


V;ı = Vı: >= el®| 2 [ut dt 


(3) 


FRA 
| h) 2Yjü+) 


x WG +m)j-m-+D | Yj_4,m;-4 Yir4,m;-, 008 9. dQ 


-/G-mG+m+) | VE ymyra Yrrsmyey 008 0 a0). 


Zunächst integrieren wir über die Winkel. Auf Grund der Beziehung 


!+m+DU]—- m+ 1) 
2/!+D(22-+ 3) 
!+m)(Ü- m) 

2l!+D)@2l-1 


folgt für den Ausdruck in der geschweiften Klammer in (3) 


cos d Y(d, 9) =- | Yı+1,m(d, 9) 


Y, —1 ‚m(d, _) 


(i+m)G- m, +D-(+m,+DG-m)%} 


2 N +1) 
u m; 


Nu 


Die Integration über r liefert 


en [m WM 
=on IR I FF] e 
2 2 


Wir erhalten für das Element (3) der Störmatrix schließlich 


3 2 _ . ı\2 
„YRZGrD og. 


Yzı = Via ar I 
4 Ji+D 
Die Energiekorrektion erhält man, indem man die Säkulargleichung löst: 
R ı2 =-V, E- a Vi25 
V, 1 € 


228 Lösungen 


Bei vorgegebenem n. wird der Term mit j = n — # im elektrischen Feld nicht 
aufgespalten, da er bezüglich der Quantenzahl / nicht entartet ist (] besitzt 
den definierten Wert !=j-+=n-.]). Alle übrigen Feinstrukturterme 
werden in 2/7 + 1 äquidistante Niveaus aufgespalten (m; = —j,..., + J). 


7.58. Man findet 


__eh U). 
Zueii+D) 


7.59. Im betrachteten Fall sind die Spin-Bahn-Wechselwirkung V,, die 
durch die relativistische Massenänderung bedingte Korrektion V, und die 
Energie des Elektrons in einem äußeren homogenen elektrischen Feld 
Y; = -Fz von derselben Größenordnung. Deshalb betrachten wir ihre 
Summe als kleine Störung am System. Als ungestörten Zustand des Systems 
wählen wir den Zustand, der durch definierte Werte des Bahndrehimpulses /, 
seiner z-Komponente m, und der Spinkomponente , in Richtung des elek- 
trischen Feldes (z-Achse) charakterisiert ist. 

Wir erhalten als Matrixelemente von V,, V, und V, (in atomaren Ein- 
heiten): 


( 1 
mim — m " 
ne aM) für my =m,, 


2 AM+Y)U+IN) 


ve = LEE EN r für m; =m N und 
. 4 n„"Il+3)l+]1) 2 
Br | 
mı=mF-, 
2 
0 für alle anderen Zustände 
Br 1? ] 3 
V)m = -25 — — ) ÖÖömmy: 
Palm, lee .) a 
m 3n In: - 7)(? - m}) e? 
(Y3), i > AP — 1 i’,ı1-1 er 


Im Falle n = 2 ändert sich die Energie der Zustände mit den Quantenzahlen 
I=1,m=m, +m,= +3 (j = 3) im elektrischen Feld nicht. Die durch V, 
und V, verursachte Verschiebung dieses Niveaus beträgt «?/128 at. Einh. 
(vgl. Aufgabe 7.10.) 
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Man erhält die Aufspaltung des Niveaus mit den Quantenzahlen n = 2, 
m = +4 durch Lösung der Säkulargleichung 


gb 45 0 
4 
n 7 (1) 
5/2 8-8 —3F =iß). 
0 =3E 8-50 


wobei 36 = «?/32 at. Einh. die Feinstrukturaufspaltung des Niveaus mit 
n = 2 für den Fall ist, daß kein äußeres Feld vorhanden ist. Führt man in 
diese Gleichung die Größe & ein, die mit E“'? durch die Beziehung 


a, 
A 


verknüpft ist ( ö bedeutet die Energie, die dem Schwerpunkt der drei 


ED LED LED 11 
Energieniveaus entspricht, ee re u ) so erhält man 


3 
—E& 8/2 0 
35 See EBret 


0 —3F -ö-e 
oder 
&e® — &(36? + IF?) — 26° = 0. 


Wir lösen die letzte Gleichung für die beiden Grenzfälle schwacher und starker 
Felder (F<&ö bzw. F> ö). Im ersten Fall erhalten wir 


ar 2, 
= -5-V3F-—, 


"2 


+ V3F-—, 


>) 


2 
25 +2 
3 


€z 


230 Lösungen 


und im. zweiten 


2 3 
Bene, 
2F 9 
2 6° 
np 
2 3 
F 9 


7.60. Der Mittelwert der Gesamtenergie beträgt 


_ J vol + Au) Hywo(l + Au) de 
[yoyoll + Au)” dr 


Durch partielle Integration formen wir den Zähler dieses Ausdrucks zweck- 
mäßig um. 
Der Operator der kinetischen Energie der Elektronen lautet 


ni 


(1) 


T=--) A. 
2 


Dabei bedeuten n die Zahl der Elektronen und A, den LAPLACE-Operator, 
der auf die Koordinaten des i-ten Elektrons wirkt. Wir benutzen atomare 
Einheiten. Der Ausdruck für den Mittelwert der kinetischen Energie kann in 
einer Form geschrieben werden, die in y$ und y, symmetrisch ist: 


Fe 2 | et + Au) A,(l + Au) Yo 


+ voll + Au) A,ll + Au) vor dr. 


Differenziert man unter dem Integralzeichen, so folgt 


T=- > 2 ; | ea + Au)” Ayo + Yoll + Au)? Aypk 


+ 2/vovoll + Au) A;u (2) 
+ 2A(1 + Au) Vılyoyo) Vu) dr. 


Wir vereinfachen die beiden letzten Ausdrücke. Dazu betrachten wir die 
Identität 


7, {yoyoll + Au) vu} 
= yeyoll + Au) Au + (1 + Au) V@wEvo) Fu + Avdyly u). (3) 
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Integrieren wir (3) über den gesamten Konfigurationsraum, so finden wir 


(4) 
= 1 | voy(V u)? dr. 


Durch Einsetzen von (4) in (2) ergibt sich 


T=- > 2 A + Au)” Ayo + Yoll + Au)” Ayo} dr 
2 n 


i= 


A 
r > ı YoYolV u)” dr. 


Der HAMILTON-Operator lautet 7= H, +u=T+HYV+u. Berück- 
sichtigen wir die Tatsache, daß Y mit 1 + Au vertauschbar ist, so läßt sich (1) 
in folgender Form darstellen: 


1 ) n 
- |(1 + Aw? (v5Hyo + voHvi) de + — > voYyolPiu)” dr 
2 2 i=ı 
EEE ee a in en ee 
(1 + Au)” wayo dt 


Mit Hovo — Eo%o folgt 


7 n a 
5 IE + Au)” yo dt + z & viyolV iu)” dr 
= Eo + Den een a ie en. 


H 
| (1 + Au)? yyo dr 
oder 22. 
| (u)oo + 2 u”)oo zu 2(u°)oo T 3 2 {(7,u)”}oo 
Shan 0 4a) I 
1 + 2A(u)oo + A(u”)oo 
wobei 


De | er | ER 


gilt. Wir entwickeln den zweiten Term in (5) in eine Reihe und vernachlässigen 
die Terme mit (u?)oo> (W)oo USW. 
Für die Energiekorrektion AE erhalten wir näherungsweise 


AE x (ü)oo + Wu?)oo — 2Mudbo + 4 3, {vo Ö 
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Der Wert des Variationsparameters A ergibt sich aus der Bedingung 


dÄE 2 
FE = Xu”)oo — u)do +4 2 {(7,u)”}oo =0 


zu 
1-2 io = (u")oo 
>: {7,1 }oo 


i=1 
Setzt man A in (6) ein, so folgt 
) {w)0o = W)oor (7) 
2 {(7.:0)”}oo 


AE = (u)oo — 


7.61. Befindet sich das Atom in einem homogenen elektrischen Feld €, 
das die Richtung der z-Achse besitzt, so lautet der Störoperator 


u= -|E 22 = -|E|z. 


Das Matrixelement (w)oo ist gleich Null. 
Auf Grund der Gleichung (7) der letzten Aufgabe haben, wir 


AE» 2612 EIoo}, 
n 


wobei n die Zahl der Elektronen ist. 
Daraus folgt für den Polarisationskoeffizienten 


ne 4 {(*)o0} 


n 


Wir bemerken, daß diese Formel, die durch Einführung eines einzigen 
Variationsparameters gewonnen wurde, nur für Wasserstoff- und Helium- 
atome eine gute Näherung darstellt. Im Falle von Atomen mit mehreren 
Elektronenschalen müssen wir beachten, daß nicht alle Elektronenschalen 
gleichartig deformiert sind. Um mit Hilfe der Variationsmethode ein be- 
friedigenderes Resultat zu erhalten, müssen: wir daher für jede Elektronen- 
schale einen eigenen Variationsparameter verwenden. 
Für das Wasserstoffatom gilt 
(z*)oo z— I Joe z - z e"rd=1 
3 7 Jo 
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und folglich x = 4at. Einh. Im CGS-System erhält man 


x = (7) [cm]. 
ue 


Für das Heliumatom wählen wir die Wellenfunktion des Grundzustandes 
in der Form 


r73 
Yo = Leit „-Zegelri +r3) 


T 


mit Zer = — (vgl. Aufgabe 7.14.). 


Die Rechnung ergibt 
h? 
& = 0,98 at. Einh. oder & = 0,98 (@ [cm?]. 


2 


ue 
Für den gewonnenen Wert von « findet man die Dielektrizitätskonstante des 
Heliums unter Standardbedingungen zu e = 1,00049. Der beobachtete Wert 
beträgt e = 1,00074. 

Die verhältnismäßig. große Differenz zwischen dem berechneten und dem 
experimentellen Wert erklärt sich im wesentlichen dadurch, daß eine grob 
genäherte ungestörte Funktion benutzt wurde. 

7.62. Man findet 

Mm; = eh 
SK(j+1) pc 


2 : 2 
+ NlC + D°.H’ + IL m — (/ + ;) er! 
& 2 
ae 
hc 
(vgl. die Aufgaben 7.57. und 7.59.) und 


2 5 4 A 
7.62.2. E“ (" = 2,m, +) EN () »H. 


7.62.1. E”’= 1@ +1’ H 


E (" = 2, m; 


Il 
+ 
Je 
Il 
| 
2|= 
Ss 
Pu 
SR, 
uns 


Dabei ergibt sich e durch Lösung der Gleichung dritten Grades 
e? F 2ße? — &(36° + IF? — 8?) + 2ö”B — 26° = 0 
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mit 


Im Falle starker Felder 6 <F,ö <P) gilt 


ee sp —_] ne 
2 9F? EZ 3Fß 
E) = N. 
or? — BB 
&, = U EL. 
2 9F + 3Fß 


(vgl. Aufgabe 7.59.). 


7.63. Wir legen die z-Achse in die Richtung des Magnetfeldes und die 
x-Achse in die Richtung des elektrischen Feldes. Der Operator der potentiellen 
Energie eines Elektrons, das sich in diesen Feldern befindet, besitzt die Form 


h 
w= (+25) |ö] + el@|x. 
2uc 


Wir fassen diesen Operator als kleine Störung auf und charakterisieren den 
ungestörten stationären Zustand durch die Quantenzahlen n, /, m, o (m und o 
sind die z-Komponenten des Bahndrehimpulses und des Spins). Die nichtver- 
schwindenden Matrixelemente von x sind 


(im u Ca _ 3, (n® - P)U-m+D(U- m) 


e] 


L,m-1 A 2/+1)021-1) 
a a ee 
= ‚m 4 +DaA-D 


5) 


Wir betrachten den Fall n = 2. Die z-Komponente des Spins sei gleich +1/2. 
Mit den Bezeichnungen 


eh Ben 
Er, en 
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erhalten wir die Matrix des Störoperators in der Form 


2300 -y 
0600 
000 y 
-yO y Pß 


Die Zustände sind nach fallenden Werten von / und m geordnet. Der Zustand 
mit den Quantenzahlen / = 1, m = 0 kombiniert nicht mit den übrigen Zu- 
ständen. Die Energie dieses Zustandes beträgt Ef’ = ß. Die drei übrigen 
Eigenwerte der Störmatrix findet man, indem man die Säkulargleichung 


3 _ 3BE? + AP -y)E+ 2 =0 
löst: 
ED=p, EN =-B AP +2. 


Setzt man die Größen für $ und y ein, so erhält man 


eh eh e 
gi R ig, EM - all + [tor + Kor 151? + Se bo 2 
2u ec 


8. MOLEKÜL 


8.1. Vernachlässigt man den Unterschied zwischen dem Schwerpunkt des 
Moleküls und dem Schwerpunkt der Kerne und nimmt an, der Schwerpunkt 
liege im Ursprung des Koordinatensystems, so kann man die SCHRÖDINGER- 
Gleichung eines zweiatomigen Moleküls in folgender Weise schreiben: 


h? ö° ö ö 
a, Il ar 2.2 + 2 
2m ii Ox? oy; 0; 
Mn 9) „0 1 ö [0] 1 ö° 
Se 0 .— + —— sin d — + ea 
2M o” | 0o do sind 00 od sin” 9 do 


+ V(x,,y:; Zi;®; d, 2: v(...,%, Vi» Zis ---> P, vd, 9) = 


Dabei sind x,,y,,z; die Koordinaten des i-ten Elektrons im raumfesten 
Bezugssystem, 9 und @ die Winkel, welche die räumliche Lage der Verbindungs- 
geraden zwischen den Kernen beschreiben, o der Abstand zwischen den Kernen 
und M die reduzierte Masse der beiden Kerne. Ein Nachteil dieser Gleichung 
besteht darin, daß die Winkel # und ® in den Ausdruck für die potentielle 
Energie V der elektrostatischen Wechselwirkung eingehen. Um die SCHRÖ- 
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DINGER-Gleichung in einer zweckmäßigeren Form zu erhalten, führen wir ein 
neues Koordinatensystem &,n,£ ein, das mit den Kernen rotiert. Die &-Achse 
liege in der Verbindungsgeraden zwischen den Kernen und die &-Achse in 
der xy-Ebene. Wir wählen die positive Richtung der &-Achse so, daß die 
Achsen z,/,& ein Rechtssystem bilden. Die Beziehungen zwischen den alten 
und neuen Koordinaten lauten 


&,= —-x,sin® +)y;CoSo, 
1, = —X,C0S®cosp — y,cos® sine + z,5in®, 
%,;, =x%,sin®cosp + y,sin®sin®o + z,cos®. 


Unterscheiden wir die Differentiation bei konstanten x,,y;,z, von der 
Differentiation bei Konstanten £,, n,,&, durch einen Strich am 0, so haben wir 


0 6 ö ö 
rl) 


Man verifiziert leicht die Beziehung 


Po ö ö° ö° Po ö° 
ae Ei] 
2 (= oy; a 2 (= om ) 


Die potentielle Energie besitzt im neuen Koordinatensystem die Form 


_ ZıZze* Ze Ze: 9 
iSkr5L k=1 Yık k=1 Y3k 


wobei 
= Ve - 6)” + m - + — u? 


der Abstand zwischen dem i-ten und dem X-ten Elektron, 


EEE 
ri: = ja ++ (& 7 Fraser) 


der Abstand zwischen dem X-ten Elektron und dem ersten Kern und 


| zE ä 
= Bra) 


der Abstand zwischen dem k-ten Elektron und dem zweiten Kern ist. Im neuen 
Koordinatensystem hängt die potentielle Energie also nicht von den Winkeln ® 
und o ab. 
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Die SCHRÖDINGER-Gleichung lautet jetzt 


h? 0° 0° 0° 
| 2m e On: = 
h? 
ee + cot’d Ei 
2M .r" \ Or or 0% 


EC | " 
+[— -iLb) + ——(— -isin®L, —- icosÖL, 
\0» sin” 9 \ co 


+ KG;; Mi: 6:50) . E\ vE;; N: 50 dv, 1) =. 


Dabei sind L,, L, und L, (in Einheiten %) die Operatoren der Bahndreh- 
impulskomponenten der Elektronen im Koordinatensystem &,n,£. 


8.2. Wir bezeichnen die Spinvariable des i-ten Elektrons bezüglich des 
raumfesten Systems mit s; und bezüglich des körperfesten Koordinatensystems 
mit s,. Die Funktionen %(..., s;,...) mit den auf das Koordinatensystem 
&,n,& bezogenen Spins und die Funktionen v(...,s;,...) mit den auf das 
K.oordinatensystem x, y, z bezogenen Spins hängen durch eine lineare Trans- 
formation miteinander zusammen: 


Ders Sie) 
= » S(sı; Sin re 5, ) Y( 87; ) 
Sue S; 
= Syl..., 5...) 
wobei 
Sa ee) 
= (5155) (82552)... 5 55) --- 
und 


N) ne ee 
2.2 2 £ 


Ss BE Ne 
a 2 2 i 
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sind. Die gesuchte SCHRÖDINGER-Gleichung wird die Form 
[SHS"! — E]y(..., E10 50,..5 0,9,9) = 0 
besitzen, wobei H der in der vorigen Aufgabe bestimmte HAMILTON-Operator 
ist. 


Nach einfachen Umformungen erhält man die SCHRÖDINGER-Gleichung 
in der Form 


h? 0° 0° 0° 
= Di 0 2. 
2m i Ög; om; öG; 
h2 n\ IN a 2 
en Mg) + 2 _ m, 
2M r" |ör\ Or 0% 0% 


E | ; 
—— | — - isin® M,— icos® M, 
sin” 9 \ 09 


2. Ve 2 Y..., 8; Ni36 581% 50; d, )) =. 


Zum Unterschied von der vorigen Aufgabe bezeichnen hier M,, M,, M, die 
Operatoren der Komponenten des Gesamtdrehimpulses (Bahndrehimpuls und 
Spin) der Elektronen. 


8.3. Wir nehmen an, daß wir die Lösung des Problems mit festen Zentren 
(d.h. die Elektronenterme E*'(e) und die Wellenfunktion D,,) kennen. Wir 
untersuchen zunächst den Kopplungsfall a. Die Komponente des Gesamt- 
drehimpulses (Bahndrehimpuls und Spin) in Richtung der Molekülachse sei 
in dem durch die Wellenfunktion ®,, beschriebenen Zustand gleich 2. Wir 
multiplizieren die SCHRÖDINGER-Gleichung 


Hd.4(&,n:&:5 015 0) fo) 9, 9) 
= ED.(E;, Ni Sr 0,5 0) flo) od, ®) 


von links mit DA, integrieren in dem Problem mit festen Zentren über die 
Koordinaten und summieren über o,. Unter Beachtung der Beziehungen 


(ram. dt = 0, [amp dt — 0 
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erhalten wir 


?5(e 5) - 20 - vo - 8" + E| ro =0, 


2 
B 2 en > I _1Qc0s8 Oö, p) 
sin® 00 od sin” d \0p 


+ E" 00,0) =0. 


In den letzten beiden Gleichungen haben wir die folgenden Abkürzungen ver- 
wendet: 


1 1 0? 
U) = — | 84 !-(M? + M)) - — du, 
M 0 00 


a 
2M dr 
Die Größe B wird als Rotationskonstante bezeichnet. 
8.4. N,-Molekül (Atome im *S-Zustand): 
Dre r: 
Br,-Molekül (Atome im *?P-Zustand): 
2 
EP 1 a 1 N 
LiH-Molekül (Li-Atom im ?S,-Zustand, H-Atom im ?S,-Zustand): 
1 3°: 3 y*: 
HBr-Molekül (Br-Atom im ?P,-Zustand): 
nen, 1. ch: 
CN-Molekül (C-Atom im °P,-Zustand, N-Atom im *S,-Zustand): 
25+ 4y+ 65+ 277, #7, CI. 
(Die Zahl vor dem Termsymbol bezeichnet die Multiplizität der Terme.) 


8.5. Der Grundzustand des Heliumatoms ist dadurch charakterisiert, daß- 
sich die beiden Elektronen im niedrigsten Energieniveau befinden (Para-Helium). 
Die Gesamteigenfunktion des Grundzustandes des Heliumatoms kann nähe- 
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rungsweise in der Form 


1 | 
72 voll) v.(2){N+(01) n-(02) — 7+(02) n-(01)} 
geschrieben werden, wobei y, die Wasserstoffunktion ist. 
Die Wasserstoffeigenfunktion besitzt die Form 


YO) n+(l03) oder v3) n-(03): 


Ist der Abstand zwischen den beiden Atomen groß, so kann die Wellenfunktion 
des Systems als Produkt dargestellt werden: 


1 | 
72 Yall) va) v3) +01) 7-(02) — N+(02) n-(01)} n+(03). 
Berücksichtigen wir den Elektronenaustausch, so müssen wir fordern, daß 
die Eigenfunktion des Systems bezüglich der Vertauschung aller Elektronen 
antisymmetrisch ist. Nur eine antisymmetrische Funktion ist Eigenfunktion 
des Systems in nullter Näherung: 


Y- I WAND R-0) - 1:9) 7-WIn:® 
V6ll - 8) 
+ 9.3) U) u A)In+B) 7-1) - + MW n-B1n+Q) (1) 
| + 92) 93) DO n-G) - n+G)n-Qln+Dd}: 
In (1) ist 
BR. GEN 
/su - 9) 


ein Normierungsfaktor mit 


S= | vll) v2) 3) Yal2) Ya) Bl) drı drz drz 
= | Yall) Pal2) %B) Pl) Ya) 92) drı dr, dr; 


== [m vul3) (2) val2) va) vl) drı drz dr. 
Nach der gewöhnlichen Störungstheorie gilt 


e= 2 | vuYer, 
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wobei % die Eigenfunktion in nullter Näherung und H die Störungsenergie 
bedeuten; summiert wird über die Spinvariablen. Wir müssen beachten, daß 
H für die verschiedenen Bestandteile der Funktion Y unterschiedliche Formen 
besitzt: für v,(1) y,(2) y,(3) ist die Störungsenergie durch 


B-e(5-—-, en 
R Has Tp1 Tp2 rı3 Y23 
und für v,(1) vB) y,(2) durch 
a en 
R Tas Pp1 Vy3 Yı2 f32 


‚gegeben. Da sich die Integrale nur durch die Numerierung der Elektronen 
voneinander unterscheiden und mithin identisch sind, finden wir 


EN hr, 2 
€ Se: (2) 


mit 


x ya(l) v2) (3) dr, di. di;, 


a 
R Yıs l23 V a3 pi Tp2 


x Yall) vul2) v3) Yall) v3) v2) drı dr dts. 


.Die Integrale X, A und S besitzen im allgemeinen denselben Charakter wie 
die entsprechenden Integrale beim Problem des Wasserstoffmoleküls. Wie die 
Berechnung der Integrale zeigt, entspricht der Formel (2) eine Kurve, die eine 


Abstoßung beschreibt. Dieser Sachverhalt gilt nicht nur für das Heliumatom, 
sondern für alle Edelgase. 


8.6. Separiert man die Bewegung des Massenmittelpunktes ab, so erhält 
man für die Wellenfunktion der Relativbewegung der Kerne die Gleichung 


Ay + 24 E+2D ger en v=0: 
ch e 20 
In Kugelkoordinaten folgt mit 


\ rn Ykm(d, 9) 


16 Goldman 
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für x die Differentialgleichung 
2 2 2 7 
dx en 2 


2 


e 4 


Die Variablentransformation 
x(0) = oe e”’* u(e) 
mit 


1 en u 
s= ++ K+9? 


führt auf die hypergeometrische Differentialgleichung 
ou” + Rs - Vo)u" + (-233I +) u=0. 
Diese Gleichung besitzt die für oe = 0 endliche Lösung 


2 
u= er(s _ zn 255230), 


In Zuständen, die zum diskreten Spektrum gehören, muß die Wellenfunktion x 
für r > oo gegen Null gehen. Dazu ist notwendig, daß sich der Ausdruck für u 
auf ein Polynom reduziert, d.h. 

2 


Y 


s-- = -ı, 


i 


wobei v eine nichtnegative ganze Zahl ist. Aus dieser Bedingung ergeben sich: 
die Energieniveaus: 


el nn, 
2ud® o+3+Vy? + K+NP 
Der dimensionslose Parameter y* ist der reduzierten Masse u der Kerne 
proportional, so daß y? > 1 gilt. Für nicht zu große Werte von v und X, 
vzy, K<y, 
ergibt sich 


1 h? IN: 
Ex = -D+hwolv+-)+ -[K + 
2 2ua 2 


3h2 ( R :)  3HK+HO+H 
2u a” 2 


Evk = 


2u? ao 
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mit 


&o = _——, 


Die Dissoziationsenergie beträgt näherungsweise 


ne 


In dem Ausdruck für Z,z geben der zweite und der dritte Term die Energien 
der Schwingungs- und Rotationsbewegung an, der vierte Term berücksichtigt 
anharmonische Schwingungen, und der fünfte Term liefert die infolge der 
Wechselwirkung zwischen Rotations- und Schwingungsbewegung der Kerne 
zustande kommende Energiekorrektion. 

Da D in atomaren Einheiten (e= m= ‘h= ]) größenordnungsmäßig 
gleich 1 ist, ergibt sich aus dem oben gewonnenen Resultat 


n2 m 
D:hwo: nn et, 
2u a Bu 


wobei m die Masse des Elektrons ist. 

Wie man sieht, ist die Differenz zwischen den Energien der Elektronen 
in zwei verschiedenen Quantenzuständen (sie hat die Größenordnung D) 
groß gegen die Energiedifferenz zwischen zwei verschiedenen Schwingungs- 
zuständen, die ihrerseits wiederum groß gegen den Abstand zwischen den 
Rotationsniveaus ist. 


8.7. Wir bestimmen das Minimum des effektiven Potentials 


2 RK 
W--20(0-3)+5 mit ge) 
0 2u a 


aus der Bedingung, daß dessen Ableitung verschwinden muß: 


2 
wart) oo 
00 © 00 
Es folgt 
A” 
=1+-—. 
00 D 
Wir entwickeln nun das effektive Potential in der Umgebung dieser Gleich- 


gewichtslage, 


1 1I\ A’ D+A4 
We) x —2D pr = = + — + —— (0 - 00)"; 
00 0 00 Oo 


16* 
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und erhalten, indem wir uns auf Terme der Ordnung 4? beschränken: 
We)» —D + 4? + (D — 34°) (@ — 00)”. 

Wir setzen diesen Ausdruck in die Gleichung für x ein: 
d’x , 2u @ 


_— + 
do” h2 


E+D-4°2(D-34)(e-00))x =. 
Daraus ergeben sich die Energieniveaus: 
Ex = -D+4A’+holw +2). 
In der benutzten Näherung gilt 
5 ER 
Bere a0 [2D. 
2 D V ua? 
Schließlich erhalten wir 


I\, WKK+D 3AKK+1 ı 
Ex = -D+ho v-+- we = um), 
2 Zu a 2 ua @o 


Da bei unseren Rechnungen anharmonische Effekte nicht berücksichtigt 
wurden, fehlt in dieser Formel der Term 


3h? 1\” 
z 5 v. + = s 
na 2 


den wir bei der Lösung der vorigen Aufgabe erhielten. 


8.8. In der Ultrarotbande haben wir es mit Übergängen zu tun, bei denen 
sich die Schwingungs- und Rotationsquantenzahlen ändern und die Elektronen 
im Grundzustand bleiben. Für den Übergang zwischen zwei Zuständen 
v,J/’ > v",J" gilt 


De Dolv’ R vu) e a 0 2 BER J. 
2ua 


Aus der Auswahlregel für Jfolgt J’ = J’ + 1. Wir erhalten also die Frequenzen 


Ä 7) | J’=J/ +1 
= @olW — U’) -— —— 27’ +1 ; 
x 2u a? . E = 0, \.) 
und 
= ACH er v") = Be), (W = J = ') 
2ua 


Fl, 
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Diese beiden Frequenzfolgen werden in der Molekülspektroskopie als P- und 
R-Zweige bezeichnet. 

Aus dem gewonnenen Ausdruck folgt, daß die Differenz der Frequenzen 
zweier benachbarter Linien für feste Werte von v und v’ 


beträgt (in cm”). Das Trägheitsmoment des Moleküls H?°C1 ist 


h 
I= ua = — = 2,65 : 10°*’ gcm?. 
r 2ste Av z 


Benutzen wir die reduzierte Masse 
1-35 


= 0,972 My = 1,61: 10”**g, 
1 +35 = e 


#—= My 


so finden wir für den Abstand zwischen den Kernen in HCl 


a= fi — 1,29 - 10”® cm. 
u 


Der dem Gleichgewichtszustand entsprechende Abstand a ist für die Moleküle 
DCl und HCl gleich, da die Form der Potentialkurven durch den Zustand 
der Elektronen bestimmt wird. Daher ergibt sich 


A e . 
’pcı = Fncı. Avpcı = 10,7 cm - s 
Ayacı Ppcı 


8.9. Der Abstand zwischen den ersten beiden Rotationsniveaus beträgt 


Ava = = 41,5cm"!. 
TC 
Wir erhalten daher 
Aror _ 0,0104. 
Vschw 


8.10. Die Dissoziationsenergie des Moleküls D, ist gleich 4,54 eV. 


8.11. Mit Hilfe der Varıablentransformation 
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erhalten wir für die radiale Funktion y/r die Gleichung 


Setzen wir 
z=ne 


so ergibt sich 


ist. Mit der Substitution 
x = ee”? z’u(z) 


erhalten wir aus der oben angegebenen Gleichung die hypergeometrische 
Differentialgleichung 


zu’ +Q2s+1l1- DW" +rm=0, 
die durch die konfluente hypergeometrische Funktion 
u= F(-v,2s + 1;2z) 


befriedigt wird. Diese Funktion genügt der Bedingung, daß x bei positiven 
Werten von s (diskretes Spektrum) für r— + oo verschwinden muß. Da die 
Wellenfunktion für r— — oo verschwinden muß, reduziert sich F auf ein 
Polynom, d.h., v ist eine negative ganze Zahl. Diese Bedingung ergibt das 
Energiespektrum 


1 h’o” IN 
E,=fkvolv+-)-— v+-) mt w=4ß 
2 AD 2 | 


Die Abstände zwischen den Schwingungsniveaus nehmen also mit wachsender 
Quantenzahl v ab. " 
Die Dissoziationsenergie beträgt 


D 
2u a? 
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8.13. Wir charakterisieren die Drehung durch die EuLerschen Winkel 
d, vw, o. In diesem Falle sind die Koordinaten x, y, z eines Punktes im raum- 
festen Bezugssystem mit den Koordinaten &,n,& im bewegten Bezugssystem 
durch folgende Beziehungen verknüpft: 


x = &(cosycos® — sin ysin@ cos ®) 
— n(cos ysing + sinycospcosd) +{sinysind, 
y = Elsinycos® + coSsysin@cosd) | (1) 
+ n(-sin ysin@ + cosycospcos®) — Lcosysind, 
z=E£Esinpsin® +ncospsin® +Ccos®. 


Bei der Bestimmung der Operatoren J;, J,, Je benutzen wir die Tatsache, 


daß der Operator J, gleich -i— ist, wobei «x den Winkel in der zur E-Achse 
r 
senkrechten Ebene bedeutet. Da sich die Winkel ändern, wenn man das Ko- 
ordinatensystem &,n,& z. B. um den infinitesimalen Winkel dx um die &-Achse 
dreht, Können wir den Operator J; in Einheiten % folgendermaßen schreiben: 


0x 08 da do 0a y 


Im Falle einer Drehung um den infinitesimalen Winkel dx um die &-Achse 
haben wir 


eh, 
„= de, (2) 
C=nda+l 
und 
z=€sin(p + de)sin ($ + dd) N 
+n'cos(p + do)sin(d® + dd) +d’cos(d + A). 
Andererseits erhalten wir, indem wir (2) in (1) einsetzen: 
z=€Esinposin®+n(cospsind® + cosd de) 
+ £’(cos® — cosp sind da). (4) 


Durch Vergleich von (2) mit (4) folgt 


7 


a =Cosp, ar = —sin@cot®. 
da 


da 
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Analog ergibt sich 


dy sin 
dx sind 


Schließlich bekommen wir die Formel 


J,= -i en ; 
od öp sind Ov 


Analog finden wir die Form der beiden anderen Operatoren: 


J, = ni BER s 
od öp sind Oy 


J: = nl 
Op 


8.16. Man erhält 
Az 
ER, =—JJ+D. 
ur ( ) 
Jedes Niveau ist (2J + 1)-fach entartet bezüglich der Richtung des Dreh- 


impulses im raumfesten System und auch bezüglich der Richtung des Dreh- 
impulses im körperfesten System. 


8.17. Mit 
Dee J 
2A 2\C A 


DAR NEN Le k; 
2A 2\c 


folgt 


A 


worin k Eigenwert von J, ist und |k]| s J gilt. Im betrachteten Fall ist der 
gesamte Entartungsgrad gleich 2(2J + 1). Der Entartungsgrad bezüglich der 
Drehimpulsrichtungen im raumfesten System ist wie oben gleich 2J + 1. 


8.18. 
ırı ol. .M 1 Su u 
= — I — — [sind —)+ ——— = ten 
2A (sin® 0% 0% sin 9 \09° Oy 


_,608d Guy HA Nu 
sin? 9 Oy do 2\c A) öp* 
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8.19. Da J, = er und J,= ns mit $° vertauschbar sind, setzen 
0p öy 
‘wir die Eigenfunktion in der Form 
Dısm; = Am) 


an, wobei M, und k die Werte der Drehimpulskomponenten in bezug auf die 
feste z-Achse und die rotierende &-Achse sind. | 

Da y und 9 symmetrisch in die Gleichung für ®,,„, eingehen und |k| s J 
gilt, folgt |M;| Ss J. 

Wir betrachten die Operatoren 


1 + 1 ie (Z- 10082 4 R og ; (1) 

X, öp sind Oy 

I iJ, = ie? ET EB R 2 B (2) 
x od Op sind Oy | 


Wie man leicht erkennt, gilt 
II — WJ,) Dam; =(k+D)(J: - iW,) Dummy 

d.h., J — W,) Pusm, Ist eine Eigenfunktion des Operators J, zum Eigen- 

wert k +1. 

Setzen wir k = J, so erhalten wir 

(J: 2 J)Pım; = 0. 

Die letzte Beziehung läßt sich schreiben 
(2 + rt I . 
0 pp sind Oy 


2 ur. 


Wir erhalten also eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zur 
Bestimmung von O,,1;: 


dOym, M;—- Jcos® 


O9 =.0, 
dd sin 9 a 
Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet 
(sin 9)" 
O,m J =C 7 Mm | 
tan - 
(3) 5 
oder J-My J+My | 
md) = cell — cos 8) 2 (l-+cosd) 2 


Die Funktion © muß endlich sein. Das ist für |M?’| < J der Fall. 
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Um die Funktion ©,m, zu bestimmen, betrachten wir die Wirkung des 
Operators J; + iJ, auf sie. Aus 


JJe + i),) Om; — (k = 1) (J; + IT.) Om; 
folgt 

Je + 1,) um; = m-1,1m7: (4) 
Setzen wir den expliziten Ausdruck (1) für den Operator J: + iJ, in (4) ein, 
so erhalten wir die Gleichung 


du sm EN kcos® — My gQ 
dd sin 9 


kIMJ iO, - 1,JMJ? 


die sich mit Hilfe der Variablentransformation x = cos # umformen läßt auf 


= Pam, X) = lo Pr- 1,1m,%) 
x 1—-x 


mit 
Pım(%) — Om (arc cos I): 
Setzen wir 
Po; = 1 - INN (5) 


so finden wir eine einfache Relation für Yym;: 


dussm ; 
_—— —I&KUK-1,JMy (6) 
dx 


Die oben gewonnenen Funktionen P,,„, [siehe (3)] können in der Form (5) 
geschrieben werden: 


Pm,9)=-U- Deals) Uyjmz 
wobei 
vymX) = cl — TH (7) 


ist. Aus (7) und der Rekursionsformel (6) folgt 
J—k 


er ’I+x) ar 


Um, 7 € 


Folglich gilt 


Dun ;®; Y, 7) — c eikP e’Mav(i — cos HMI + cos Hy erMD12 


J-k 
x ( a {(1 - cos Hy "7 (1 + cos)’ Mr}, 
dcos® | 
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wobei diese verallgemeinerten Kugelfunktionen für M,; = 0 erwartungsgemäß 
in gewöhnliche Kugelfunktionen übergehen und die Wellenfunktionen des 
Rotators darstellen: 


ad: 


Dee et 
old, 9) sin‘ 9 (d cos 9)’ "* 


(sin 9). 


8.20. 


”/1ı 1 „NK 
Her ea gebe. 
= Ar z) 9 3 % 


H,x+2 = Hrxr2, 


2 -(#- z)VO-BO-EDOHREDGHRH) 


8.21. Im Falle eines unsymmetrischen Kreisels ist noch eine Entartung be- 
züglich der Richtungen des Drehimpulses im raumfesten System vorhanden. 
Es gibt keine Entartung bezüglich der Quantenzahl k; denn einem vorgegebenen 
J entsprechen 2J + 1 verschiedene Niveaus. Im Falle J = 1 ergeben sich die 
Energieniveaus durch Lösung der Säkulargleichung 


Hı-E Ho H,,-ı 
H;o Hoo — E Ho,-ı 
Has Has Hast 


H,ı —- E 0 H,,-ı 


Wegen H_,,-ı = Hıı Ist 
(Hoo - EI(Hhı + E?- 22H E-H,,-)=d0, 


woraus folgt 
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8.22. 
E m | 
1 2 —- el? sind 
1 3 
Eı D.-0,m 0 es vn cos® 
2 Betr sind 
1 Zu iy . . 
1 a I (c0osp +icos®sinp) 
7 
11/3 
E (Pr=1,m 0 1 VS sin® 
: + ®L--1,m) 7 8 e 
h 1.173. 5 
—i 24° '9 (cosp — icos® sin) 
1,3 °, Be 
1 76 e? (cos® cosp +isinp) 
EI/3 4 
E C(Br=1,m 0 = 4E sin® sing 
: I DE =-1 m) 8 


14° 7 (—cos®cosp +ising) 


8.24. Die Aufspaltung der Terme wird durch die Spin-Spin-Wechsel- 
wirkung verursacht. Zur Bestimmung der Aufspaltung muß man den Mittel- 
wert des Operators «(Sn)? der Spin-Spin-Wechselwirkung im Rotations- 
zustand kennen. Bei vorgegebenem K nimmt die Quantenzahl J die Werte 


J=K+1l, K,K-1 
an. Die nichtverschwindenden Matrixelemente von (n©) sind 


2 K+1 
EHI 47 ne 


z = K 
MOYEHIE = meh, JE - | 


(nSyK- 1 s 


Moe Eh = ee = | | 


(MS)g-ı 128-1 = MS IK = 5 2 
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Mit Hilfe dieser Beziehungen finden wir die Aufspaltung der Tripletterme: 


X, AE,7=k =cu, AE7=K-1 = on 


AE,_ — &X 
ze Ki 


8.25. Zunächst bestimmen wir die nichtdiagonalen Matrixelemente des 
Operators w 


Winanrr- 


Man sieht sofort, daß nur diejenigen Matrixelemente von Null verschieden 
sind, welche Übergängen mit 2 =2 +1, J = J’ entsprechen. Aus 


{M Sn +1 = FÜM, 02 +1 
folgt 


nAQVI h° Ö j o. ARI 
{W nA, 041,03 es Bu Dee au ze Bere (2 +1) cot# 
M\ 6% sind do IE 


1 nARv 
x 1a: Ma! - 
% nA,Q+1,v 


Zur Berechnung des Matrixelementes 
R ARJI 
et er 
od sind do A0+1,J 


benutzen wir die Tatsache, daß aus dem in der Aufgabe 8.13. für den Operator 


J: + iJ, erhaltenen Ausdruck für = 0 und -i rn > M;, folgt 
p 


’ 09 
Std 5 = Hi 3, + — — +(2+Dcot 2 
De ga od sind op 
8P 


£ 
Damit erhalten wir 


A2I 


; en = I,3104 er 
cd sind do A,0+1,J 


= HYVIENIL2HD. 


Im Falle kleiner Schwingungen um die Gleichgewichtslage ist das Matrix- 
element 


1 nAQv 
0 nA,Q+1,v 
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näherungsweise gleich 


{ a 


nJnA,2+1> 


wobei eo, den Abstand zwischen den Kernen in der Gleichgewichtslage be- 
zeichnet. Mit Hilfe von 


{L, + Saal = {M, ae = + VS($ r 1)- A 2(2 a l) 


erhalten wir schließlich 


Wins 1.0 
— Bo V S(S ı 1) - 2(2 + DIT + )-(A+D) A+2+1. 


Dabei ist B, = %?/2M oo der Wert der Rotationskonstante im Gleichgewichts- 
zustand, welchem o = 0. entspricht. 

Im allgemeinen kann die Dublettaufspaltung von derselben Größenordnung 
wie die berechneten Matrixelemente sein. Bei der Berechnung der Niveau- 
verschiebungen des Dubletterms benutzen wir die Störungstheorie deshalb in 
modifizierter Form. Als nullte Näherung wählen wir statt der Funktionen 


Una, A+4,vJ> Una, A-4,vJ 


die Linearkombination 


Y= CyYnA,A+4,07 T C2VnA, A-4,0J° 


Setzen wir diesen Ausdruck in die störungstheoretische Gleichung ein und 
verfahren in der üblichen Weise, so erhalten wir die Säkulargleichung 


(0) nA, A+4,0J 

En a 2 WnA,A-4,0J zn 

nA,A-4, vJ (0) j 
WnA,A+4,0J Ena.A-+. ee >) 


Durch Lösung dieser Gleichung folgt 


E= 2” + N AE® + ABS{(J + 3)? — 4°, (1) 


wobei 
(0) (0) 
E = E A,A+4,07. 7 E A-4,0J> 
(0) _ pio 
AE = ki Er: 4,0J° 


Im Kopplungsfall a, in dem die Multiplettaufspaltung groß gegen den Abstand 
zwischen zwei benachbarten Rotationsniveaus ist, folgt aus der Gl. (1), daß 
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näherungsweise gilt 

Bf + 9° - 4°} 
AE? 

BitU +2’ - AP} 
AR“) 


(0) 
Ey = Ena, +4,07 + 


’ 
7 (0) 
E, = EnA, A-4,0J == 


Im Kopplungsfall 5 erhalten wir aus (1) 


2 (0) 
E\2 = 250 4 8.(7+ Sue Zu Lan 
2, 2 8Bo{(J + 9° — A} 


8.26. Wir erhalten 
K=0,2,4,...für den Gesamtspin $S=2 oder S=(, 
K=1,3,5,...für den Gesamtspin S =1. 


8.27. Das magnetische Moment des Moleküls ist durch 
eh 


2mc 


(A + 22)n 


gegeben, wobei n der Einheitsvektor in Richtung der Molekülachse ist. 


Zur Bestimmung der Energieaufspaltung haben wir den Mittelwert der 
Größe 


h 
- (4 +28)19 
2mc 
im Rotationszustand, d.h. die Matrixelemente 
(MIT 


zu bestimmen. % ist der einzige Vektor, der eine Konstante der Bewegung 
ist. Daher werden die Matrixelemente des Vektors n denjenigen von % pro- 
portional sein: 


[4 JM' 
(Min! (mr. 
Betrachtet man n als Operator, so hat man 
n = const -$. 


Um die Konstante zu bestimmen, multiplizieren wir diese Beziehung von 
links und von rechts mit %. Da 5% die Eigenwerte J(J + 1) und Sn die Eigen- 
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werte Q besitzt, folgt 
2 
n= ——.. 
JJ+D 
Daher lautet der Störoperator 


eh 2 
1-+ 22) ——— 9%. 
rs Ian" 


Berechnen wir die Diagonalmatrixelemente, so erhalten wir die Energie- 
differenz zwischen den aufgespaltenen Niveaus: 


8.28. Wie man leicht sieht, lautet der Störoperator im betrachteten Fall 


hm : 
ER 0 RE Er, 
2mc I(KK+])) 


Daraus ergibt sich die ZEEMAN-Aufspaltung 
ehH [ 2JJ + 1) -SS+D+KK+D 
| 2KK+DJIJ-+D 


a ee 
II +1) 


nl 2m c 


8.29. Die ZEEMAN-Aufspaltung beträgt 


eh A? 
AE = H | ———— Mx + 2M; |. 
en 2mc Fr +1) i | 


8.30. Da die Wechselwirkungsenergie des magnetischen Moments mit dem 
äußeren Magnetfeld und die Energie der Spin-Achsen-Kopplung von der- 
selben Größenordnung sind, müssen beide bei Anwendung der Störungs- 
theorie gleichzeitig berücksichtigt werden. Der Störoperator besitzt die Form 


V = AnS — uAnH — 2459. 


Als Wellenfunktionen der nullten Näherung wählen wir die Wellenfunktionen 
der Zustände, in denen der Drehimpuls X und die Komponenten von 8 und 
© in Magnetfeldrichtung definierte Werte besitzen. Wir nehmen an, daß die 
Richtung der z-Achse mit der Magnetfeldrichtung übereinstimmt.. Da die 
Komponente des Gesamtdrehimpulses in Magnetfeldrichtung eine Konstante 
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der Bewegung ist, müssen wir für den Dubletterm die Störungstheorie für den 
Fall zweifacher Entartung benutzen. Man erhält folgende Matrixelemente des 


Störoperators: 


Vo ee ee ie 
Mx.-i KIKK +1) IRRE“ i 
Mx-1,4 A 
Ver Buy ae en 
Mx-1,+ = (Mk RK HD 
2 o 
fe eg 
(Mx Iuksp“ Mo 


Mg» -4 1 A 
Pur-14 — a + in,)m&-ı 


1, A _VE-MEDKEM, 
2 (K+1) 
a u san - in )ug 
cd TER TER 
2 KK+D 


Durch Lösung der Säkulargleichung ergibt sich 
n 
ODE Ver ee 
| KK+D 92 Ai: AKK+1 2KK+D 
x [[AA(M — 3) — A’üoH + 240 HK+ DKYP 
+ APAP(K + My.) (K — Mk + DI”. 


Wir untersuchen die Grenzfälle. Für u07 > A erhalten wir 


4? BE | se 
Ei2 — IM Ze > + Ah 4A uoH 


in Übereinstimmung mit der in der Aufgabe 8.29. gewonnenen Formel. 
Für A> uoH folgt 


2 
ee Gei) Preech en uoH, 
ıK+]) 2/UK+D(K+2 K+l 


AA 1 Ar 1 
De ae a 
2K 2/IKK+2) KH 


17 Goldman 
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Die zweiten Terme in den letzten Formeln, d.h. die linear von 7 abhängigen 
Terme, stimmen mit den entsprechenden Ausdrücken überein, die sich ergeben, 
wenn man in der in Aufgabe 8.28. gewonnenen Formel 


J=K+J3, S=4 und M;=Mk-H 


setzt. 


8.31. Wegen der axialen Symmetrie besitzt das Dipolmoment des Mole- 
küls die Richtung der Verbindungsgeraden zwischen den Kernen: 


p=pn. 
Verfährt man so wie bei der Lösung der Aufgabe 8.27., so findet man 
Q | 
AEu;, = -|E| pP ——- M,.. 
en 


8.32. Es ergibt sich 


II +D-S(S+D+KK+ ) 


AEy: = —|E] pM,A 
u = = BlpM, 2KK+N)JIJ+1) 


8.33. In erster Näherung verschwindet die Energiekorrektion. Wie wir 
wissen, finden wir die Energiekorrektion in zweiter Näherung im Falle der 
Entartung aus der Bedingung, daß das System homogener linearer Gleichungen 


(2).(0) _ (0) Verl 
En CnB — Cm Br E\” = © 
eine nichtverschwindende Lösung besitzt. In unserem Fall ergibt sich 
= prIEI” A P? — m? _ (1 + D2 —- m? 
7? ZI+DAI-DI A+I)UIH+DU+DS 


Die Energie eines starren Dipols beträgt daher 


4? 
En = —-M+D+E?, 
I Sa ) I 


Dieses Resultat ist in gewisser Hinsicht paradox. In der Tat ist die Energie 
eines starren Dipols nach der letzten Beziehung nicht |E], sondern |E|? pro- 
portional. Daher kann man dem starren Dipol formal eine bestimmte „Polari- 
sierbarkeit“ zuordnen. 
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Wir betrachten den Fall / = 1. Die Energie des Niveaus mit m = 0 istim 
elektrischen Feld größer als im feldfreien Fall, so daß sich das Molekül ver- 
hält, als besäße es negative Polarisierbarkeit. Das Molekül verhält sich vie 
ein diamagnetischer Körper im Magnetfeld. Ein Molekül, das sich im Zustand 
mit m = +1 befindet, verhält sich „normal“. Das elektrische Feld hebt die 
Entartung nur teilweise auf, da die Energie nur vom Absolutwert der 
magnetischen Quantenzahl abhängt. 

Wir bemerken, daß 

m=+l 


SED =0 


m=-—I 
gilt. 


8.34. Für große Werte von R kann man die Austauscheffekte vernach- 
lässigen, d. h., man kann annehmen, daß sich das erste Elektron beim Kern a 
und das zweite Elektron beim Kern b befindet (Abb. 31). 


Abb. 31 


Wir werden die Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen 


1 1 1 1 
V=-- — - —+— (i) 
R r2 Aa HFıa 
als kleine Störung auffassen. 
In erster Näherung ist die Wechselwirkungsenergie der beiden Atome gleich 


den Diagonalmatrixelementen von V/: 


IX 1a) Yolr2,) VYolrıa) Yolr2) drı dr; 
mit | 

volrıa) = 2e"*, Yolrzı) = 2e. 
Im S-Zustand verschwinden die Diagonalelemente, d.h. die Mittelwerte des 
Dipol- und Quadrupolmomentes sowie aller höheren Momente. Zur Be- 
rechnung der Wechselwirkungsenergie haben wir also die zweite störungs- 
theoretische Näherung zu betrachten. 

Im Störoperator (1) beschränken wir uns auf die Dipol-Dipol-Wechsei- 

wirkung als die mit dem Abstand am schwächsten abnehmende Wechsel- 


17* 
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wirkung. Um den Operator der Dipol-Dipol-Wechselwirkung zu erhalten, ent- 
wickeln wir das Potential Y nach fallenden Potenzen von R. Die Entwicklung 
lautet in Kugelkoordinaten 


7 
1 — BE _ — el P (cos d) 


rn RR Amor! 


1. 0 . 30) -ü 
= — 4 n - ae) — Yaı + ..., 
R R 2R 
1 _ 1 
712 Rott Tal 
= 1 + (Laı — 1p2>0) 1 IKtaı — 12,0)” — (laı — 2) N 
=: Der a en u ’ 
R R 2R 
E39 ”s 1 ı (1920) 1 3120)” — %n Bing 
Va2 R R’ DR’ 


Setzen wir diese Entwicklungen in Y ein, so erhalten wir für die Dipol-Dipol- 
Wechselwirkung den Ausdruck 


y_ _Z2 Yıya 2) 
wobei die z-Achse die Richtung der Verbindungsgeraden zwischen den 
Kernen hat. Wie wir oben feststellten, verschwindet der Mittelwert von (2) 
über die ungestörte Eigenfunktion Y9 = Yolrsı) VYo(rr2). Die Nichtdiagonal- 
elemente von (2), welche Übergängen aus dem Grundzustand in angeregte 
Zustände entsprechen, können in der Form 


_ 2Zom Zon — Xom*on — YomYon 

R’ 
dargestellt werden. Auf Grund der Auswahlregel sind die Matrixelemente 
Zon» Xons Yon nur für Übergänge aus dem Grundzustand in die Zustände 


mn 
Voo = 


y.lr) cosd, Y,lr) sin d cos @ 


von Null verschieden, wobei die drei Matrixelemente einander gleich sind. 
Die Wechselwirkungsenergie beträgt in zweiter Näherung 


E” er (Vo 5 near ha 1 Az: + Nonxds + Yom)on 
mu2Eo— En Er Rmn 2E, -— En - E 
oder E bi ai 
E? RE ZomZ0On (3) 


Rmn2E, -— En -E 
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Wegen E, < E„ und E, < E„ist E“?’ negativ. Daher ziehen sich zwei Atome, 
die sich im nichtangeregten Zustand befinden und weit voneinander entfernt 
sind, mit einer Kraft an, die der siebenten Potenz des Abstandes proportional 
ist. Um die Summe in (3) näherungsweise zu berechnen, benutzen wir die 
Tatsache, daß die Energiedifferenzen zwischen den verschiedenen angeregten 
Niveaus klein gegen die Energiedifferenzen zwischen den angeregten Niveaus 
und dem Grundzustand sind. Daher kann man für (3) näherungsweise schreiben 


E” = % Ze 2: 


Sun 


Aus der Theorie des quadratischen STARK-Effektes folgt 


wobei & die Polarisierbarkeit des Atoms bezeichnet. Für den Grundzustand 
des Wasserstoffatoms haben wir & = 4,5at. Einh. Bei der Berechnung der 


Summe ), Zö„ benutzen wir die Regel der Matrizenmultiplikation 
m=0 


(AB)ak = 2 AumBink 


[man % dı = > ı| Un  AYm |» "By, ie ; 


Setzen wir in der letzten Relation A=B=zundn=k=|(, so erhalten 
wir 


bzw. 


(z*)oo = N Zone == Y 255 
oder 
> 2 = N. Zon = 206 = (z’)oo == Ze 
m=FO m 
Da im S-Zustand aus Symmetriegründen zoo = 0, (z’)oo = '/s(r?)oo gilt, folgt 


PEEHG oo = 


m+O 


Wir erhalten schließlich 
6,75 
V(r) = - ne 


Um die Entstehung der Wechselwirkungskraft zwischen zwei neutralen 
kugelsymmetrischen Wasserstoffatomen zu erklären, betrachten wir die 
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'Wellenfunktion des Systems, für die wir in erster Näherung 


ER RITER ' + Bee | 


2E, R’ 
erhalten. Vernachlässigen wir die Terme, die den Faktor 1/R® enthalten, so 
besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte w(1, 2) die Form 


| 1 
W(ra1 > F92) = Wo(raı) Wolr52) ' T ee + Yıy2a — | 
h) 


Besteht zwischen den Atomen keine Wechselwirkung, so ist die Wahr- 
scheinlichkeitsdichte einfach gleich dem Produkt von w(l) mit w(), d.h., in 
diesem Fall gibt es keinerlei Korrelation zwischen den Elektronen. Ist jedoch 
eine Wechselwirkung vorhanden, so ist die Lage des ersten Elektrons nicht 
unabhängig von der Lage des zweiten. Statistisch gesprochen befinden sich 
die Elektronen häufiger an solchen Orten, an denen ihre gegenseitige potentielle 
Energie am kleinsten ist. 

Man kann die Wechselwirkungskräfte also in erster Näherung nicht durch 
Deformationen der Elektronenschalen, sondern durch die Ortskorrelation der 
Elektronen erklären. 


8.35. Wir werden zeigen, daß ein aus drei Atomen bestehendes System die 
Eigenschaft der Additivität besitzt, und erkennen, daß sich die Rechnung auf 
eine beliebige Zahl von Atomen verallgemeinern läßt. Man kann die Wechsel- 
wirkungsenergie schreiben 


V = (1,2) + VQ,3) + VQB,1), 


wobei mit 1, 2 und 3 die Koordinaten des ersten, zweiten und dritten Atoms 
bezeichnet sind. Wir betrachten nun die Wechselwirkung zwischen Atomen, 
die so weit voneinander entfernt sind, daß die Austauschkräfte vernachlässigt 
werden können. Die Wellenfunktion der drei Atome in nullter Näherung 
wählen wir in diesem Fall in der Form 


h Yai(l) Ypr(2) Va); 


wobei i,k,] die Quantenzustände der Atome a,b,c charakterisieren. Die 
Funktionen w,(1) sind für verschiedene i zueinander orthogonal. Ent- 
sprechendes gilt für die Funktionen Y,,(2) und w..(3). 

In zweiter Näherung beträgt die Störungsenergie 
IV, 2 


g = y0%0 ,ı yr ikl a) 
een 2 Eso + Evo + Eco — Eai — Ein — Eaı 
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Der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß i, k und / nicht gleichzeitig. 
gleich Null sein dürfen. Der erste Term stellt die klassische Multipolwechsel- 
wirkung dar. In unserem Fall verschwindet dieser Term. Alle Terme in (1), 
in denen gleichzeitigi £ 0,k #4 0,1 # O ist, sind auf Grund der Orthogonalität 
der Funktionen gleich Null. 

Die drei Partialsuümmen mit i=k=0, !+0; i=1=0, k#+£0O und 
k=1=0,i=+0 bedeuten die Polarisationswechselwirkung des /-ten, k-ten 
und i-ten Atoms im resultierenden Feld der beiden anderen Atome. Diese 
Summen verschwinden, wenn die Ladungsverteilungen in den Atomen kugel- 
symmetrisch sind. Wir weisen darauf hin, daß diese Summen nicht durch 
Addieren der Wechselwirkungsenergien aller Paare von Atomen gewonnen 
werden können. Wir haben noch die Terme zu betrachten, in denen zwei In- 
dizes ungleich Null sind. Mit Rücksicht auf unsere Annahmen über die 
Ladungsverteilungen in den Atomen können wir die Wechselwirkungsenergie 
ın drei Partialsummen zerlegen: 


000,2 
gt lbs 2... 
i#0,k#0 Eso + E»o — Eai — Epk 
ı 77000; 2 
fe tanz u Fol 3... (2) 
k#0,1#0 E»ro + E.o u Epk el 
000,2 
; Mol. 
i#0,1#+0 E.0 na Eco — Hai T Hel 


Wegen der Orthonormalitätsbeziehungen für die Eigenfunktionen des Atoms 
erhalten wir das Matrixelement 


Vaio = | vhll) vEol2) va) {VLL,2) + VQ@2,3) + V@, 1)} 
X Yaill) Yorl2) Yeo(3) drı dr 
a | v0) y5Q) VA,2) Yall) 92) drı drz = (VA, DR. 


Folglich besteht der Ausdruck (2) aus drei Termen, von denen jeder die Di- 
spersionswechselwirkung zwischen zwei Atomen beschreibt. Wie man leicht 
sieht, kann man die durchgeführte Rechnung auf eine beliebige Zahl von 
Atomen verallgemeinern. 

Bei kleinen Abständen zwischen den Atomen müssen die Übergänge der 
Elektronen von einem Atom zu einem anderen, d.h. die Austauschkräfte, 
berücksichtigt werden. 
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9. STREUUNG 


9.1. Die potentielle Energie des Teilchens ist 


Ur) = U, für r<a, 
0 für r>a. 


Wir müssen die Streuphasen bestimmen, d.h. die asymptotische Form der 
radialen Funktionen, die den Gleichungen 


van Be r - N rl = 0, k’ = — für r>a, 
r 2 


Be G  M+ “| ee, 2u(E + U,) 
2 ’ 
r 


Pr: für r<a 


und der Randbedingung 


x.(0) = 0 
genügen. 
Ist die DE-BROGLIE-Wellenlänge groß gegen die Abmessungen des Topfes, 
so rührt der Hauptbeitrag zur Streuung von der S-Welle her. Die der Rand- 
bedingung genügende Lösung x. besitzt die Form 


X = Asin k'r für r<a, 


| 


X = sSin(kr +Öö.) für r>a. 


Die Streuphase ö, und der K.oeffizient A werden aus der Stetigkeitsforderung an 
die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung bei r = a bestimmt. Wir erhalten 


do = arctan F tan ka) — ka. 
Der Partialquerschnitt für /= 0 beträgt daher 
An . 2 In . 2 k ‚ 
0 = — sin” ö, = — sin” |arctan[—tanka)— ka |. 1 
= sind, = | E ) | a 


Besitzen die einfallenden Teilchen geringe Geschwindigkeiten (k > 0), so ist 
die Streuphase ö, proportional zu k: 


6, x ka Gr > ) k? = 2u Vo 0) 
Wegen des Faktors 1/k? ist der Wirkungsquerschnitt o, ungleich Null: 


ö 2 
6, 3 Ana? ea = ) (k klein). (3) 


koa 
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Wir betrachten den Wirkungsquerschnitt o, als Funktion der Topftiefe, die 
wir durch k, charakterisieren. Bei kleiner Topftiefe (koa <& 1) gilt 
4 4 6rr2,,2 
0 = Ana koa _lona De 
9 9 h 


Nach der Störungstheorie gilt 


1 2u |, 2u „, a’ 
dv) = - — — | ÜUr)d = —U,— 
F@) er (r) 00, 
und damit 
67,2 2 
0 = Anl jol? = rS 


9 h* 


Mit wachsendem U, nimmt der Wirkungsquerschnitt zu und wird für koa = n/2 
unendlich groß. Nun ist koa = n/2 gerade die Bedingung für das Auftreten 
des ersten Niveaus im Potentialtopf. Mit wachsender Topftiefe beginnt der 
Wirkungsquerschnitt abzunehmen, und er verschwindet für tan koa = Koa. 
Nimmt U, weiter zu, so schwankt der Wirkungsquerschnitt zwischen 0 und &, 
wobei die unendlichen Werte dem Auftreten neuer Niveaus entsprechen. Die 
starken Schwankungen des Wirkungsquerschnittes bei der Streuung langsamer 
Teilchen erklären qualitativ die Tatsache, daß der Wirkungsquerschnitt bei 
der Streuung langsamer Elektronen durch Atome wesentlich vom geometrischen 
Querschnitt verschieden sein kann. 

Wir merken an, daß die Gl. (2) und (3) modifiziert werden müssen, wenn 
k.a näherungsweise gleich einem ganzzahligen Vielfachen von z/2 ist, weil 
tan k’a dann groß ist und die Entwicklung (1), die auf die Gleichung (2) führte, 
nicht möglich ist. Wir können wie vorher ka in den eckigen Klammern der 
Gleichung (1) vernachlässigen (ka <& 1). Es folgt 


Ö, = arctan EB tan ka. 


Daraus erhalten wir den Wirkungsquerschnitt 


_ Anll + Okxa)] 
ee 


wobei nach Voraussetzung 
k' 1 


= ——— << —- 


tanka a 
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gilt. Diese Formel für die Resonanzstreuung gibt die Beziehung zwischen 
dem Wirkungsquerschnitt und k für kleine k an, wenn eine geringe Änderung 
der Tiefe (oder Breite) des Potentialtopfes zum Auftreten oder Verschwinden 
eines diskreten Niveaus führen kann. 


9,2. Man findet 
2 
o= 4na’ - — ) mit <= 24 U I 
xa R 
Für U, > erhalten wir o = 4 a?, d.h., o ist gleich dem Vierfachen des 
elastischen Streuquerschnittes einer starren Kugel in der klassischen Mechanik. 
9,3. Es ergibt sich 


” = : Ya + Dsin’ö 


+77 


> (I + 1) sin 6, sin d,41 008 (d141 — 6)) 


> 300°’ 9-12 (I+DaAl+1 ER 
RE o 2 = -V)(2I +3) 


„Sur Dd4r2 sin Ö, sin 6,42.C08 (öy+2 — Ö)+ + 
2/+3 


| do = ı > (22 +1) sin? ö,, 


6) k I=0 


| cosP do = = z (! + 1) sin ö, sin ö,4 1 cos (dı+1 — Or) 


0 = 


do 


"300 d-1I1, ML M+DA+D sin? 
0 2 "Pi o2/!+1)2/ +3) 


127 S Ü+DU+2 


sin Ö, SiIN Ö,.> COS (Ö — Ö)). 
EN 21 +3 l I+2 (di+2 ı) 


9.4. Die radialen Wellenfunktionen genügen der Gleichung 


KI+1 2u A 
ae io Ia=0 


r? hr 
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Sie müssen ferner die Bedingung x,(0) = 0 erfüllen und für r— oo endlich 
sein. Die diesen Bedingungen genügende Lösung besitzt die Form 


= /r J,(kr) 


2 R 
1= (1+} win 
2 n2 


Aus den F ormeln für das asymptotische Verhalten von J;(kr) erhalten wir die 
Phasen 


TR 


Die Tatsache, daß ö, nicht von k abhängt, bedeutet, daß für die Streuamplitude 
gilt 


mit 


f@, k) = Jod). 


wobei fo(0) nicht von der Energie der gestreuten Teilchen abhängt. Der 
Wirkungsquerschnitt 


1 
= Fol” dQ 


ist der Energie umgekehrt proportional und durch die gesamte Winkelverteilung 
charakterisiert. 
Da die Summe 


/0) = —, (21 + 1) P.(cos 8) [e? — 1], 


‘welche die Streuamplitude f(#) bestimmt, für 9 — 0 divergiert, sind bei der 
Berechnung von f(®) für kleine ® offensichtlich die großen Werte von / wesent- 
lich. Wir haben für große / 


A 
en <1, (1) 
+1 


Sr 


woraus folgt 


fi) x 3 > (21 + 1) Pılcos 9) 6, 
i=0 
uA nuA 1 
P(cos®) = — ö 
h°k 2) kr _.9 


2 sın — 
2 
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Für 
Su 


ist die für ö, erhaltene Formel (1) für beliebige / gültig, und daher gilt für alle d 


_nud 1 


2 ’ 
= 2 sın 5 
2 


Fo) x 


3 2 


76 uA 
2h” E 


cot- ®. 
2 


9,5. In Bornscher Näherung lautet die Streuamplitude 


HM tar u 
PBornl®) = - —— | ET Ur)dr = — 
Fromm) il () = 
mit 
get=dg, een 
2 
Folglich gilt 
ud? 9 
doporm = fO dQ = TE cot - 9. 


In der klassischen Mechanik ist der Zusammenhang zwischen dem Streu- 
winkel und dem Stoßparameter o durch 


2 uvo dr _n-% 


r? | 2uE - U) - (2) i 
r 


gegeben, wobei r, die Wurzel aus dem Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
ist. Durch Integration finden wir 


ro 


Ed 2n -9 
woraus folgt 
3 
do = re ze nn 
dd E VOR —-%) 


Ist die Bedingung 8u A/h?” < 1 erfüllt, so ist die BorNsche Näherung für alle 
Winkel anwendbar (vgl. die vorige Aufgabe). 
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Im entgegengesetzten Grenzfall 84 A/h? > 1 kann die klassische Formel 
für Winkel angewandt werden, die der Bedingung 


2 
»z . 
Su A 


genügen, während für kleinere Winkel 


2% 
Is 
Su A 


die mit der Bornschen Näherung gewonnenen Ergebnisse anwendbar sind. 
9.6. Die radiale Wellenfunktion genügt der Gleichung 
2 ER 
+ = E+ Ve'Y)y=0. 


Wir führen die Bezeichnungen 


_uUE ._2uU, 


k? x 
h? h* 


ein und wählen & = exp (—r/2a) als unabhängige Variable. 
Wir erhalten die Gleichung 


2 1 ! 2 k* 2 
U ee Ar da —Z tx) = 0, 
& & 
die durch BeEsseL-Funktionen mit imaginärem Index gelöst wird: 


x = Jz2ail2a x). 


Aus der Bedingung, daß x für r = 0 (& = ]) verschwinden muß, finden wir 
die nichtnormierten Funktionen 


x = J-2aril20%) Iaanil2arE) — Izarı(2a%) I_zail2a rE). (1) 


Für r> © (£—0) besitzt die Funktion y die asymptotische Form 


2akiilnax 
— ikr 


ja De 
2 2arıl ) ak = 


—2akiln ax n 
EB BER 07 SENSE. 
Baxıl FEN 1) 
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Die bei exp (—-ikr) und exp (ikr) stehenden Faktoren können als Funktionen 
einer komplexen Größe k aufgefaßt werden. Bezeichnen wir sie mit a(k) und 
b(k), so erkennen wir sofort die Gültigkeit der Beziehungen 

a—k) = —bi(k), 

a*(k) = —b(k) 
(bei der Bildung der konjugiert komplexen Größen wird k nicht durch Xk* 


ersetzt). 
Wir können für die asymptotische Form von x schreiben 


y= Ale” 1% = e'*r +20) ut IA sin (kr ar 60). 
Die Streuphase ö, folgt aus der Beziehung 
e2ido _ Jzaril2a 8) IQaki + 1). & takt Inax 
J_2aıl2ax) I(—2aki + 1) 


Eine rein imaginäre Zahl k = ik, entspricht einem gebundenen Zustand (in 
diesem Fall ist die Energie negativ). 

Für k„> 0 muß der Faktor von exp (-ikr) = exp (k,r) im ersten Term 
des asymptotischen Ausdruckes für x verschwinden. Daher gilt entweder 


J 2ar, (2a x) = 0 


neh 
IRak,„ +) 


oder 


Aus der zweiten Bedingung folgt 
2ak, +1l=—-n (n=0,1,2,...), 
Wu Wan+D 


— 


d.h. 
Fe 


2u gu a” 
Dann werden jedoch die Indizes der BEssEL-Funktionen ganzzahlig, so daß 
die beiden Lösungen wegen J,(x) = (-1" J_,(x) linear abhängig sind und 
die Wellenfunktion (1) identisch gleich Null ist. Die gewonnenen Energieniveaus 
haben daher keine reale Bedeutung. Die erste Bedingung liefert das richtige 
diskrete Spektrum: 
h’k; 
Jzar, (2a x) = 0, En = -—. (2) 
2u 
Die Nullstellen des Ausdruckes exp [2iöo(k)] liegen also auf der imaginären 
Achse und enthalten neben den Werten ik,„, die den diskreten Niveaus (2) 
entsprechen, überzählige Nullstellen. 
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9.8. Die radiale Wellenfunktion x,/r für das ungestörte Potential genügt 
der Gleichung 


@yı [2 _U+D_2u 0) 
HERR 2.Ail + —_o[[]0[0— == 0, 1 
dr? | r2 72 IE ( ) 
wobei 
0) = 
a Xı(0) 


u>sin(kr 5 +8)) für r> 0 


gelten. Wir bezeichnen mit x; die entsprechende Funktion für das Potential V’(r), 
das sich sehr wenig von V(r) unterscheidet, und es wird 


d’x; II+D 2uV’r)] , 
re 2 |u=0. (2) 


dr? h 


Wir multiplizieren (1) mit xy; und (2) mit X, subtrahieren die gewonnenen 
Gleichungen voneinander und integrieren über r von 0 bis oo: 


d ; dy, 2 r N r 
a, = te 23 (V- V)axdr. 


dr dr h 


6) 


Benutzen wir auf der linken Seite der Gleichung die asymptotischen Ausdrücke 
für x, und x; und gehen auf der rechten Seite zur Grenze r — oo über, so er- 
halten wir 
u ZU 25 ; 
k sin (ö, — ö,) = = (VT—- V)xını dr. 
0) 

Diese Relation gilt exakt. Ist die Änderung des Potentials AV’ =V’-V so 
klein, daß man x; = x, setzen kann (dabei gilt natürlich ö; — 6, < 1), so. 
folgt 


2u = 2 
ö=6,— — | AVy dar. 3), 
l Im 72 fi \ A (3) 
Ist insbesondere das Streupotential selbst klein (genauer, ist die Störungs- 


theorie anwendbar), so kann man als ungestörtes Problem die freie Bewegung 
wählen: 


ö, = rn Vr) J2,, (kr) r dr. (4) 


0) 
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9.9. Wir berechnen die Streuphasen mit Hilfe der Formel (4) der letzten 
Aufgabe: 
_ nua |” 


5 dr 
6, = 2 j Ir) = 


__ Mar 
PKI+D) 


Somit sind die Streuphasen für / > 1 klein und für k — 0 proportional zu k 
(vgl. die Diskussion dieser Frage im $ 108 des Lehrbuches „Quantenmechanik“ 
von LANDAU und LirscHiz). Die Bedingung für die Anwendbarkeit dieser 
Formel besteht darin, daß die Streuphase ö, klein gegen 1 sein muß. Der Fall 
2 = Omuß gesondert betrachtet werden. Fürr & 1/k kann man in der Gleichung 
für Xo; 


E 2u & 
Xo + E = ax = 0, 


den Term mit k? vernachlässigen und so die Gleichung für BEssEL-Funktionen 
mit imaginärem Argument gewinnen. Die für r = 0 verschwindende Lösung 
lautet 


Xo=c/rHW (=) = 
hr 
Gilt nun r> u«/h? und, wie oben, auch r & 1/k, so kann man für H\' 
die für kleine Werte des Argumentes geeignete Entwicklung benutzen. Es folgt 


j 2uox,_ ua 
Y=c ( u: 2) (1) 


Diese Lösung muß an die Lösung im Außengebiet 
%o = sin (kr + öo) (2) 
angeschlossen werden, die sich für kr & 1 (da ö, klein ist) auf 
Y=kr-+öo 


reduziert. 
Um ö, mit logarithmischer Genauigkeit zu erhalten, genügt es, in dem 
logarıthmischen Ausdruck in (1) r x 1/k zu setzen, so daß folgt 


- h? 
Rh uak 
wobei 8 eine Konstante bezeichnet, die näherungsweise gleich 1 ist. Diese 
Formel zeigt, daß ö, <1 gilt. Für kugelsymmetrische Streuung ergibt sich 


2 2 hz 2 
- u & N 
h uk 
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während für /> 1 folgt 


_ 4m wor(2l + 1) 
OO ATPU+N 
Die Tatsache, daß o, für / +0 für langsame Teilchen verhältnismäßig groß 


ist, hängt mit der schwachen Abnahme der potentiellen Energie zusammen. 
Der totale Streuquerschnitt ist (mit logarithmischer Genauigkeit) gleich oo, 


da die Reihe ),o, konvergiert. 
1 


9.10. Die der Randbedingung x,(a) = 0 genügenden radialen Funktionen 
lassen sich in folgender Weise durch BesseL-Funktionen ausdrücken: 


x = /r{_1-4(ka) Iury(kr) — Iur4ka) I-ı-4En)}. 


Aus der Formel für das asymptotische Verhalten der BEsseL-Funktionen 
erhalten wir die Streuphasen: 


1 J_ı-z(ka) 


cot Ö, — (— 1)'* . 
Jır2(ka) 


Der totale Wirkungsquerschnitt für elastische Streuung beträgt 


Is 6) 2 
o= = ” (21 + See Le: LEE: ana. 
k“ ı=0 Jır3(ka) + J-ı-3(ka) 
9,11. 
911l.l. de = = u + EEE a mW 
OT NDE » WB  —— WaRuE + 422) 
ee ee A 
2 2ZuE 
nat *U- BE 
9.11.22. do = A ge #2 2 dQ: = mn 1-e #2], 
h Aha E 
9113. da - Ve 


647 u”U, 16k* + 12kK’a? + 30% 


o= — 


3 HM a” + 4k?)° 


18 Goldman 
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9.12. 


9.12.1. Der Atomformfaktor beträgt für Wasserstoff 


Fig) = | et ale) de = _ | ermn?rle 
MLAU 


(a = h?|we* ist der BoHrsche Radius). 
Damit erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt 


2 2 _2.2 
do = ae dA, (7 = 2%k sin u (1) 


und den totalen Wirkungsquerschnitt 


na” Tk*a* + 18K’a? + 12 
Mr 7 2 2 3 1 
3 (ka +) 
Die Bedingung für die Anwendbarkeit der Bornschen Näherüng lautet in 
unserem Fall 


ka>|l. 


Daher reduziert sich der Ausdruck für den totalen Wirkungsquerschnitt auf 


o= ar (2) 


9.12.2. Mit Hilfe der Variationsrechnung erhält man für die Verteilung der 
Elektronendichte im Heliumatom 
16 


2 —-2r/b 
n(r) = — € ‚„b=-—.a. 
Z sıb” 27 


Der differentielle und totale Wirkungsquerschnitt der elastischen Streuung 
an einem Heliumatom besitzen in dieser Näherung dieselbe Form wie im Falle 
der Streuung am Wasserstoffatom. Wir haben in den Formeln (1) und (2) 
a durch 5 zu ersetzen und den Faktor Z? = 4 einzuführen, so daß folgt 
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9,13. Für ka < 1 braucht man nur S-Wellen zu berücksichtigen. Setzt 
man y = y/r, so erhält man die eindimensionale SCHRÖDINGER-Gleichung 


2 e v=0. (1) 


Die Funktion x muß den Randbedingungen 


x(0) =0, No 7 sin (kr + Öo) (2) 
genügen, wobei ö, die Streuphase der S-Welle ist. Die Streuamplitude beträgt 


1 
ze Ba (e?’% Ze 1) 


2ik 
und der totale Wirkungsquerschnitt 
o-= An|fl?. 


Die Lösung der Gleichung (1) wurde in der Aufgabe 1.12. betrachtet. Es wurde 
gezeigt, daß die Gleichung (1) in r gerade und ungerade Lösungen besitzt. 
Die erste Randbedingung (2) wird durch die ungerade Lösung 


sinh > ik j ik 1: 3 
x(r) — _ F am, au T- — sinh? 2 (3) 
cosh? I. z z z ö 
a 


‚erfüllt, wobei 


ae u Er 
„_1 [le ge ke 
2 h” 2 % 
ist und F die hypergeometrische Funktion bedeutet. 
Für r— o erhalten wir aus (3) 
x(r) Be A e'kr =: Be", (4) 


wobei (bis auf einen unwesentlichen reellen Faktor) 
A = DAR I(ika) T e = — = r” ( + 5 Er (5) 


gilt; für reelle Werte von k ist B = 4A*. 
Durch Vergleich der Formeln (2) und (4) folgt 


1 A i [A 
en N ee 6 
7% ( 7) 2 5 ) (0) 


18* 
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Für komplexe Werte von k ist die Funktion y(r) im allgemeinen nicht 
beschränkt. Für Smk > O existiert nur unter der Bedingung B = 0 die un- 
beschränkte Lösung der Gl. (1). Dazu ist nach (5) notwendig, daß 


r#)s« 
2 


gilt. Setzen wir ak = ie (e > 0), so finden wir 


2 
e=s-2n-]l ode E=- 6 -m-1%. 
2ua 


Es gibt also diskrete Niveaus mit negativer Energie. 

Für das Folgende ist die Tatsache sehr wichtig, daß in der Potentialmulde 
ein Energieniveau mit der Energie Null auftritt, wenn s gleich einer ungeraden 
ganzen Zahl ist. Fürs — 1<0, d.h. für uVoa?/h? < 1 gibt es kein einziges 
Niveau mit negativer Energie. Wir untersuchen diesen Fall genauer. Da 
ka <1 gilt, haben wir näherungsweise 


BERNER u), 
ika ika 


ee en 7) 
2 2 2 2 2 

ILL Pie: De, Be > 
272 2 2 2 


wobei y(x) = £ In Ix) die logarithmische Ableitung der /-Funktion bedeutet. 
x 


Setzen wir (7) in (5) und (6) ein, so erhalten wir 


do = ka| - m2 + 0-50) 5v(1+5)|. (8) 


Für s < 1 ist der Ausdruck in den Klammern beschränkt, so daß ö, &1 gilt 
und für den totalen Wirkungsquerschnitt folgt 


2| _ I N, 
=] In2 + v(l) 3» ) lt +3)]- (9) 


Die Bornsche Näherung für ka < 1 ergibt 


ae 161 u” VER 
o cosh?x| 


h* 


2 _ 16n u’Voa° 
= a 


\ Kr) r? dr 
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Wegen 


© 2 2 
— dx = 
o cosh” x 12 


erhalten wir den: totalen Wirkungsquerschnitt in der Form 


n* 
o = An a’s’(s + 1) — 10 
( ur (10) 


Für die Anwendbarkeit der Bornschen Näherung ist es bekanntlich not- 
wendig, daß die Bedingung 


2ua?V, 


a 


erfüllt ist, die in unserer Schreibweise s < 1 bedeutet. 
Entwickeln wir die Funktion % in eine Reihe, so erhalten wir 


kas kasa“ 
Ö N — £ 
f) A Ir 5) - y'(l = 2 > 


Die Ausdrücke (9) und (10) stimmen also in diesem Grenzfall erwartungs- 
gemäß miteinander überein. Der Wirkungsquerschnitt ist jedoch bereits für 
s = !/, nach dem exakten Ausdruck (9) etwa gleich dem 7fachen des aus der 
Näherungsformel (10) berechneten Wertes. 

Wir setzen nuns=1-+ e mit Je|l < 1. Für e > O gibt es in der Potential- 
mulde ein Niveau mit der Energie E= —h?e?/2u a?. Für e < O existiert kein 
reales Niveau; wir sprechen in diesem Fall jedoch von einem virtuellen Niveau, 
da eine geringe Änderung des äußeren Feldes genügt, damit ein Niveau er- 
scheint. 

Wir setzen im betrachteten Fall 


ri! %ke sr s + ika\ , 2 
2 2 —5 + ika 


ri ee = 2 r() Ka 
72 2 


"ika 


wird. 
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Setzen wir dies in (6) ein, so erhalten wir 


a 
s + ika 


so daß sich für den Wirkungsquerschnitt die bekannte WIGNERsche Formel 


_ 2nh? 1 
u E+|Eo| 


(11) 
mit 
h2 2 h2 2 
Eo = - 2 E= . 
2ua 2u 


ergibt. Für ZE> E, gilt 
ON = > Ana. 


Für E< E, wird der Wirkungsquerschnitt von der Energie unabhängig und 
strebt gegen den Wert 


Es sei nun s größer als 1 und nicht näherungsweise gleich einer ungeraden 
Zahl. Dann gelten wie oben die Entwicklungen (7) und die aus ihnen folgenden 
Formeln (8) und (9). 

Fürs = 1 + 2n + emit|e| < Il kann man unter Benutzung der Rekursions- 
formeln für die /-Funktion leicht zeigen, daß der Wirkungsquerschnitt durch 
(11) gegeben ist. 


9.14. Das Problem wird ähnlich wie die vorige Aufgabe gelöst. Der wesent- 
liche Unterschied zur vorigen Aufgabe besteht darin, daß im Falle eines ab- 
stoßenden Feldes keine diskreten Energieniveaus existieren. 

Die asymptotische Form der Wellenfunktion ist 


x(r) = A arkr Eu Be, 
wobei A durch den Ausdruck (5) der vorigen Aufgabe gegeben und 


R . —-1i 
B = 2" I(-ika) 7) ri N | 


ist mit 
2 
1 file _1 
2 | h? 2 
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Für beliebige Werte von V. > O0 und a bleibt der Parameter s entweder 
kleiner als 1 oder wird komplex. In beiden Fällen sind die Bedingungen für 
die Anwendbarkeit der näherungsweise gültigen Formeln (7) erfüllt. Daher 
bleiben die Ausdrücke (8) und (9) richtig. 


9.15. Die Wellenfunktion eines aus zwei identischen Teilchen bestehenden 
Systems besitzt die Form eines Produktes aus Orts- und Spinfunktion. Un- 
abhängig davon, ob der Spin der Teilchen ganz- oder halbzahlig ist, entspricht 
ein gerader Gesamtspin einer symmetrischen und ein ungerader Gesamtspin 
einer antisymmetrischen Ortswellenfunktion. 

Führt man die Koordinaten des Massenmittelpunktsystems ein und separiert 
die Schwerpunktsvariablen ab, so erhält man die Ortswellenfunktion in der 
Form 

Pt ,t2) = PR) Yß), 
wobei 


sind. Bei einer Vertauschung von rt, und t, ändert sich die Funktion p(R), 
welche die Bewegung des Schwerpunktes beschreibt, natürlich nicht. Daher 
muß die Wellenfunktion der Relativbewegung der beiden Teilchen bei ge- 
radem Gesamtspin S spiegelsymmetrisch sein: 


ve) = 9-0), 
und bei ungeradem Gesamtspin S antisymmetrisch: 
ve) = —Y-0). 


Man kann die ungestörte Wellenfunktion bei geradem S in der Form 


(0) = er + eritee (1) 
und bei ungeradem $ in der Form 
v6) = et _ erfor 0) 
schreiben. Infolge der Wechselwirkung der Teilchen entsteht eine Streuwelle 
0 


wobei ® der Winkel zwischen f, und der Richtung ist, in der sich die Teilchen 
im Massenmittelpunktsystem bewegen. Die Streuamplitude ist gleich der Streu- 
amplitude eines Teilchens mit der reduzierten Masse der beiden Teilchen im 
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Feld U(r). In der Tat genügt w(o) der Gleichung 
h? & 
1,4 +) - 70) vo = 0. 
2u 
FW) - ) 


Entspricht die Streuwelle e'*® der einfallenden Welle e’%®, so erhält man 


für die einfallende Welle @ 

Fd) = fd) + fin — 9) (gerader Spin) 
und für (2) 

F,(9) = flö) — fir — 9) (ungerader Spin). 


Das Verhältnis der Wahrscheinlichkeit für die Streuung eines Teilchens in 
den Raumwinkel d@2 (das andere Teilchen bewegt sich dabei in entgegen- 
gesetzter Richtung) zur einfallenden Stromdichte beträgt 


do, = If) + fr - DI? AR, 
do, = |f@) — fin — DM? d. 
Man erhält die Amplitude /(d) aus den Streuphasen ö, mit Hilfe der Beziehung 


9) = En ya I + 1) Pı(cos 9) [e" — 1]. 


Wegen 
P,lcos (a — 9] = P,(-cos d) = (—1)! P,(cos ®) 


ergibt sich 
1 


F)=— ) (21+ 1) P,(cos 9) [e?” — 1], 
IK I gerade 
F,(9) = \ % @l+ 1) Pı(cos 9) [e* — 1]. 


ik l ungerade 


Für langsame Teilchen rührt der Hauptbeitrag zur Streuung von kleinen / 
her. Im Falle eines geraden Gesamtspins ist der Wirkungsquerschnitt (wie im 
Falle verschiedenartiger Teilchen) kugelsymmetrisch und für k > 0 ungleich 
Null. 

Bei ungeradem Gesamtspin wird der Wirkungsquerschnitt durch den Term 
mit /= 1 bestimmt. Da ö, = k?'*! für kleine Wellenzahlen % gilt, geht der 
Wirkungsquerschnitt mit E> 0 wie E? gegen Null und zeigt eine Winkel- 
abhängigkeit + cos? 9. 
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9.16. Im Falle des CouLomB-Feldes ist die Streuamplitude (in COULOMB- 
Einheiten) 


i 
| ri +,) 
2i | 
f@®) = _ 1 en - 
2K? sin? — Pre 
2 k 


Aus den Ergebnissen der vorigen Aufgabe ergibt sich der differentielle Streu- 
querschnitt bei geradem Spin zu 


do, = |) + fin — 9)? dQ 


Diese Formel gibt den Streuquerschnitt für &-Teilchen an, deren Spin gleich 
Null ist. 

Im Falle von zwei Elektronen ist ein Zustand mit dem Gesamtspin 1 möglich. 
Der differentielle Wirkungsquerschnitt beträgt dann 


do, = |f0) — fm - DI? dR 


‚2cos F In tan 5) 
alı , ak No 
sin* g cos* — sin? u cos? - 
2 2 2 2 
Sind die gestreuten Elektronen nicht polarisiert, so kann die z-Komponente 
des Gesamtspins die drei Werte Ms =0, Ms =1 und Ms; = —1 und der 
Gesamtspin die Werte S = 0 und S = 1 annehmen. Die Wahrscheinlichkeiten 
für die oben angegebenen Werte der Komponenten sind W_, =4, W, =}% 
und W,, = 4. Die Werte M; = +1 oder M;, = —1 entsprechen natürlich 
dem Gesamtspin S = 1. Da die verschiedenen Werte der z-Komponente 
für S$ = 1 gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlichkeit für M,; = 0 
beim Gesamtspin 1 wie im Falle M; = +1 gleich #. Daher ist die Wahrschein- 
lichkeit für den Gesamtspin S = 0 gleich W, — 4 = 4, während die Wahr- 
scheinlichkeit für S=1 gleich 3 ist. Für ein unpolarisiertes Elektronen- 
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bündel gilt daher 


4 4 


RE BERE N 
N i cos @ In tan ;) 
Er ee re Er: 


N, v BR 
sin 5 cos — sin” — cos” - 


Der letzte Interferenzterm in den geschweiften Klammern ist für die Streuung 
identischer Teilchen charakteristisch. Für k > 0 muß der obige Ausdruck für 
do ın die klassische RUTHERFORD-Formel übergehen, die im Massenmittel- 
punktsystem lautet 


a + d2. 


Der Übergang zu dieser Formel erfolgt nicht in der üblichen Weise. Ist die 
Bedingung e?/kv > 1erfüllt, d. h., können wir die klassische Theorie anwenden, 
so wird der Interferenzterm, der in konventionellen Einheiten die Form 


2e* d 
cos [| — In tan - 
| 7) 2 


v 

Br), 
sin? - cos? — 
2 2 


besitzt, stark oszillieren. Der quantenmechanische differentielle Wirkungs- 
querschnitt für einen festen Wert von ® unterscheidet sich also selbst für große 
Werte von e?/kv wesentlich vom klassischen Wirkungsquerschnitt. Bildet man 
jedoch das Mittel über einen kleinen Winkelbereich 18 & Av/e?, so verschwindet 
der Interferenzterm, und die quantentheoretische Formel geht in die klassische 
über. 


9.18. Die radiale Wellenfunktion y/r eines langsamen Neutrons im Kern 
besitzt die Form 


y= Asinur, » = /2MV,jh 
(es gilt E< V,, da die Neutronen langsam sind). 
Außerhalb des Kerns gilt 
v=sin(kr +60), k= ze 
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Verbindet man diese Lösungen auf der Kernoberfläche, so erhält man die 


Beziehung 
Öo Pe tan x R _1 
k #R 


aus der sich die Streulänge ergibt: 


ao _[% _ »#R-—tanxR 
k Jk>o “R 


Das Vorzeichen der Streulänge ist also für «R < tanxR negativ. Für 
#R> 1 (diese Bedingung gilt für nicht sehr leichte Kerne) ist das Gebiet, 
in dem a<O gilt, ein kleiner Bruchteil des Gebietes, in dem xR variiert, 
und die Wahrscheinlichkeit für negatives a beträgt 


h 1 
nRY2MV, 44” 
9.19. Man erhält 


3 1 1 > > 
a’ = a + % ir (ai — a) (6,0,). 


Der Mittelwert des Operators (0,0,) in dem durch die Spinfunktion 


e’* cosß\ /1 
(er sin 5, (0). 


beschriebenen Zustand ist 


Wr 


(6,0,) = cos? ß — sin? ß. 
Daher erhält man den Streuquerschnitt 

o = n{3al + a, — (ai — as) cos 2} 
oder 


ge 3 „ripl Si 1 sing =. cos 2ß & = o°'"e) j 
4 4 4 


Wegen 
cos2ß = 0 


findet man für ein unpolarisiertes Neutronenbündel den Wirkungsquerschnitt 


3 rip! + 1 sine 


o=- 
4 4 
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9,20. Vor dem Einsetzen der Wechselwirkung wird der Spinzustand von 
Neutron und Proton durch die Funktion 


0.) 


beschrieben. Wir entwickeln diese Funktion nach den Spinfunktionen des 
Singulett- und Triplettzustandes: 


0,0). 31 
OR EIHAHNN| 


Die Streuwelle besitzt die Form 
1 
0), 


er HAUEN) 
Ad 


1 1\ /O 0 
+ dog —= — 
„240, \1), \ 
ee" fa, + [1 0 „ 4 Z_@0 [0 1 
r 2 \0),\1) 2 \ „X0)J 
Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit für das Umklappen des Spins zu 


1 (aı - 00)” 


2 2” 
2 ai T+@ 


oder 


9.21. Wir führen den Operator des Gesamtspins der beiden Protonen ein: 
1 > > 
s2* (Opı + 092) = ©. 
2 
Wie man leicht zeigt, gilt 
(0,6)? = &° - (0,8). 
Mit Hilfe der letzten Beziehung erhalten wir 


= = {@. + 34,1)” + (507 — 2aıao — 3a$) (6,5) + (aı — a)” S°}. 


N. 
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Im Falle der Streuung an Para-Wasserstoff ergibt sich der Wirkungsquerschnitt 


para 


or? — la, + 3a)”. 


Es ist zu erwarten, daß der Wirkungsquerschnitt nicht von der Polarisation 
der Neutronen abhängt, da es keine physikalisch ausgezeichnete Richtung im 
Raum gibt. 

Der Wirkungsquerschnitt für die Streuung an Ortho-Wasserstoff ist 


0° = flag + 3aı)” + (5a] — 2aıao — 3a5) cos2ß + %aı — ao)” }; 


wobei 2ß der Winkel zwischen den Richtungen des Gesamtspins der beiden 
Protonen und dem Spin des Neutrons ist. 

Ist das Neutronenbündel nicht polarisiert, so ist der Mittelwert von cos 2ß 
für die gemischte Gesamtheit gleich Null, und 0°“ besitzt die Form 


o':ho = T (ao + 3a,)? + 2a, — do)”. 


Für das Verhältnis der Wirkungsquerschnitte folgt 
goreuo u ; in 5 4 -% 5 
ar ao + 3a, 
9.22. Die radialen Funktionen, die der Randbedingung x,(a) = 0 genügen, 
lassen sich in folgender Weise durch BEsseL-Funktionen ausdrücken: 


= r {J_1-4(ka) Iurz(kr) — Jrr,(ka) I_1-,(kr)}. 


Aus den Formeln für das asymptotische Verhalten der BEssEL-Funktionen 
finden wir die Streuphasen: 


I+1 J-ı-3(ka) 
Jı+3(Ka) 
Daraus ergibt sich der totale Wirkungsquerschnitt der elastischen Streuung: 


Ji+3(ka) Sa 


J,,(ka) + S2ı-,(ka) 


cotö, = (—1) 


se > 0hel) 
k" ı=0o 


9.23. Da die Streulänge vom Gesamtdrehimpuls abhängt, wird die Streuung 
der Neutronen durch die beiden Streulängen a,_ı,, und ar, ı,, charakterisiert. 
Die Wahrscheinlichkeit, den Gesamtdrehimpuls / — '/, bzw. I + !/, vor- 
zufinden, ist gleich //(2/ + 1) bzw. (7 + 1)/2I + 1). Damit erhalten wir den 

effektiven Querschnitt: 
do D % 2 I + 


1 
ED ale 
a0 Hai Ja ‚er+. 


? 
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9.24. In großem Abstand vom Target (das Target besteht aus skalaren 
Teilchen) ist die Wellenfunktion der einfallenden Teilchen gegeben durch 


ikz 1 ee. i+1 
e ()* ayBE y, @1+ (5) Pı6os® 


x Benz = ea (1) 


Wir entwickeln die Funktion (0) P,(cos 9) nach Eigenfunktionen des Ope- 
rators $° und erhalten 0 


_ 2Va [1 
Das hin 


8 IH IP HVIPTN. 2) 


Dabei bezeichnen 7 und Y7 die PAauLı-Funktionen: 


vr a 1 we; 1 “ = Pe En I, m; = ) 
Varel Yı. 2 2 


ne VIY ) 6- = um =) 
Seelen 2 2 


(vgl. Aufgabe 4.21.) 
Setzen wir (2) in (l) ein, so ergibt sich 


(2 } Ste /Tr 19 + YTe7} 


1) kr 2 


x a _ a (3) 


Infolge der Wechselwirkung ändert sich nur die auslaufende Welle e’*/r. 

Da j7, 1? und j, für jeden Typ der Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen 
Konstanten der Bewegung sind (vgl. Aufgabe 4.48.), wird die Änderung der 
auslaufenden Welle im allgemeinen für Zustände mit verschiedenen Quanten- 
zahlen j und / unterschiedlich sein. Für die auslaufende Welle erhalten wir den 
Ausdruck 


Pa _ we WI+ Im} - DIE + Ya - DEN 


r 


n =nG=14+D, m =nGg=1-%D 


9. Streuung 2837 


oder _ 
eitr Sf {ee} 1 

vn — — —— 

r ik 1=0./21 +1 


: (6) se - Die] 


+ ) Yımı - m). 


Mithin kann der Spin des Teilchens für 77 +; umklappen. Wir wollen nun 
den Streuquerschnitt durch m und n, ausdrücken. Der differentielle Streu- 
querschnitt beträgt bei Änderung der Polarisation 


ale M+D..: „pP 
do, = — —— —- nn) Yı| d@Q 
Rp PLOT in 
und ohne Änderung der Polarisation 
S 1 | = 5 
de, = —|$, —— Yo {l+ DD -D+ Im - 2} aR. 
k* imo /21+1 


Ist die Relativgeschwindigkeit der Teilchen nicht zu groß, so braucht mar 
nur die S- und P-Welle zu berücksichtigen: 


m -1<1, m-U<1 für 1>1. 


In diesem Fall gilt 


1 SE 
do, 2 m - n,)sin”dd2, 


do, 2 — leos Qi + -D+m - 1a. 


Aus dem Ausdruck für do, sieht man, daß die Teilchen, die ihre Spinrichtungen. 
ändern, hauptsächlich in Richtungen senkrecht zur z-Achse gestreut werden. 


9.26. Wegen R> A können wir eine quasiklassische Überlegung durch- 
führen. Da auf den Kern alle Teilchen mit /< R/A auftreffen, gilt 
n, > 0 für /!< R| i, 
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Setzen wir diese Werte von n, in die Formeln für die totalen Wirkungsquer- 
schnitte 
= nr), A+dDA- MI, Ser, AD - ml? 


ein, so erhalten wir 
R/A 
==) +1) ar. 
1=0 


Der totale Wirkungsquerschnitt o = o, + o, ist also doppelt so groß wie der 
geometrische Querschnitt des Kerns. 


9.27. Die Verteilung ist in allen drei Fällen isotrop. 


9.28.') Die Eigenfunktionen des Operators I, des Meson-Nukleon-Systems 
lassen sich darstellen durch alle möglichen Produkte der Funktionen ® und y. 
Dabei entspricht ® den verschiedenen Ladungszuständen des Mesons 
(9, 90; ©_) und » denen .des Nukleons (w,, Yu). ES gibt insgesamt sechs 
solcher Funktionen: 


(P)=9_% 
L,=?°Ja I,="/a L=-"a 
(n’)= 9% (m) = 90% (n)=9_%n 
L,=!1 L=-"s L,=-®J; 


Dabei bezeichnet (p*) die Funktion eines aus n*-Meson und Proton be- 
stehenden Systems, (n*) die Funktion eines aus z*-Meson und Neutron 
bestehenden Systems usw. Im allgemeinen sind diese Funktionen keine Eigen- 
funktionen des Operators des Gesamtisospinquadrates 3? des Systems. 

Die Eigenfunktionen von 9°, die zu einem vorgegebenen Eigenwert von /, 
gehören, sind Linearkombinationen der oben angegebenen Funktionen mit 
CLEBSCH-GORDAN-K oeffizienten. Die CLEBSCH-GORDAN-K effizienten für 
m’ = +!/, besitzen die Form (vgl. Aufgabe 4.21.) | 


| | m'='); | m’ = —!/; 

j | +M +! J-M+!h 
Typ} JM 8, J=M+!h 
It / 2j+1 / 2j+1 
I=j-!s _Vj-M+'h j+M+'!h 

2j+l 2j+1l 


In unserem Fall gt M=1,j=1,m’ =r.. 


!) In 9.28.—9.31. werden für die Operatoren I,, r, und ihre Eigenwerte die gleichen 
Symbole verwendet. 
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Mit Hilfe der Tabelle erhalten wir die Eigenfunktionen Di, der Operatoren 
8° und L.: 


u 
D;,; — 


(p’); 
R (D°) + an) 
Ic ae Dt 
9, |,@9 + R: a), 


DR, = (n ); 


= - on + Bar (n*) 
mn Bone fe (n). 


Wir können nun die Eigenfunktionen des Meson-Nukleon-Systems durch die 
Eigenfunktionen von 3? und /, ausdrücken: 


2... 
pr) = DR, (n’ = fi Br + zei. 


(pP) = m; Di: — 2 B,?, (n’) = & 20,4 + DB}, 
S | 2 
= Non N: ns (n)= BR,,. 
(p ) 3 l2 3 / / 
9,29.) Die Entwicklung der einfallenden Welle lautet 


ke (6) ee 


2 i (21 + 1) P,(cos ») ( ) Busen: ) öln — u Se su]2) 
= kr 


a ee 1\ sin (kr — alj2 
Ya DH NH 1Yo MEN (1) 
I=0 I ir 


Y 


I) Vgl. Fußnote zu S. 288. 
1Sa Goldman 
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wobei CH: "= die in der Tabelle angegebenen CLEBSCH-GORDAN-K oeffizienten 
sind: 
| Tz=N | = 5 
y 1 I; | ee 
[2 , ee _—— _—_ 
= | a | +- 3 
ch _VI-% Y3+& I 
" 2 3 3 


Dabei benutzten wir die Beziehung (vgl. Aufgabe 9.28.) 
öl —- an)ön- T)=) CH"Dr.. 
I 


Wir führen die PAULI-Funktionen für m, = !/, (vgl. Aufgabe 9.24.) 
I+1 „ / 
N Y [40] | Yıo 
21+1 = 22+1 
l +1 
| Yıı - | Yıı 
2i+1 2 +1 


Be Gt 1 
ein, nach denen wir die Funktion Yıo (0) entwickeln: 


1 1 
Y. (5) = EHEN N (2) 
0. Aare 


Setzen wir (2) in (1) ein, so ergibt sich 


= 
2VF ST SC/THLYF + /IYD) sin (kr = aj2) Cu! 


kr ızoT 


V = 
u N y Wi +1 YS EB /Iıv) Co, [e"” En (-1' erit 
“1=0 I 


asics II ar. > 
I r 


en Tkr 


Sclesl@/I+ ıYF + VIYD-D' 


RS 
ik ı=o I 


(3) 


9,30.!) Wir benutzen die Entwicklung der einfallenden Welle nach den 
Eigenfunktionen der Operatoren, die Bewegungskonstanten sind [siehe die 
Gl. (3) der vorigen Aufgabe]. 


1) Vgl. Fußnote zu S. 288. 
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Jeder Term dieser Summe, der vorgegebenen Werten von /, J und 7 ent- 
spricht, wird unabhängig von den anderen gestreut werden. 

Infolgedessen wird sich die Zahl der Teilchen mit vorgegebenen Werten 
von /, J und / bei der elastischen Streuung nicht ändern. Daher reduziert 
sich der Einfluß des Streuzentrums auf die Multiplikation mit einem Phasen- 


faktor e? 2, Dabei ist + = Öi,=ı=: ;, entsprechend der Annahme über die 
Isospininvarianz eine Funktion von /, J und / und nicht von 7,. 

Das Streuzentrum beeinflußt nicht die einfallenden, sondern nur die aus- 
laufenden Wellen. Daher kann man die Wellenfunktion des Systems bei 
Berücksichtigung der Streuung schreiben 


H 2 — fl ” I ikr 
we ee 2 [N BE en), ) 
1 I Il=0 


r 


— ikr 


e 


FE [0,0] 

I. — - _ 

= 22 co! (JIı+ıYt +./1Y7) (1) 

Für große Abstände vom Streuzentrum kann man diese Gleichung in der Form 
ikr 


e 
V— Wein +f ’ 


darstellen, wobei f die Streuamplitude ist. Subtrahieren wir von (1) den Aus- 
druck für Yein .- Gl. (3) der Aufgabe 9.29.], so erhalten wir 


f= Ye L cl=9l_ Wr 1 Yı ( 4 _ ) 


ik 


N 4a Au ')} 0) 


Wir entwickeln die Funktionen Di, nach den Ei genfunktionen des Operators /;: 
D,, = CH öl — 7) Ön - T,) + CH. "öl — m) Ön + 7,). (3) 


Die CLEBSCH-GORDAN-K effizienten C7’* sind ir der Tabelle der Aufgabe 9.29. 
angegeben; ferner gilt m, = rn, + 2r.. 
Setzen wir (3) in (2) ein, so folgt 


L 2 Pe (Gr, Hr — 7) Ön — 7.) 


+ a öl — 7,) ö(n + T,)} 


nn I = .I ; 
x Wi FIN Gi = ı) eV (e- - ı). 
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( ıltz — ( Itz nn. 
I,tz’ I, 


ist und r, den Endzustand des Nukleons kennzeichnet. 
Setzen wir nun 


F = Fr: dla — 3) öln - T,) + fi öl — u) Öln + T,), 


so erhalten wir 


+ J/IY (e 2101 - -)t (4) 


wobei die Größen Gj.;,. für die betrachteten Reaktionen in der Tabelle an- 
gegeben sind: 


Reaktion p*>p*t pp | p>n 
j- 
3/etT 1 V2 
1/a Tz 2 Y2 
G7z Tz’ 0 3 | A — > 


Setzen wir diese Werte in (4) ein, so ergibt sich schließlich 


7 2 ———— 2i0,/2 
fe',p”) = _ ı Wi +1 ( re ) 


u j ig/2 
a/ly, (< ge ). 


2 _—— 216,12 2i6,!2 
/e;p)= yvIriri(e #28 “-3) 
=0 


IT 
3ikı 
en ig./2 512 i 
Ve & VD >) (5) 
/5n © Zu 2i6,/2 
fon) - N} Yırıri(e _e ) 
=0 


ik ı 


En, Kt 210, /2 
PN Y —e 
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9.31.!) In der Tabelle sind die Koeffizienten G7:- für alle möglichen 


Iztz’ 


Reaktionen von Mesonen mit Nukleonen angegeben: 


S Reaktion ; : 


3 
1 t>ptr = 1 0 
p+>p 5 
2 1 
2 pP > p" 5 Fi 7 
1 V2 12 
+ a — 
3 p’>n = 3 3 
r Bi 1 Y2 _1 
p 7 3 3 
1 2 
5 p’>p _4t = = 
2 3 3 
6 n’>n* Z z = 
2 3 3 
1 y2 V2 
0 _ Pa DE Pre AEEEER 
1 = =7 3 3 
1 V2 V2 
+ 0 BRZE Bei ATLIEER 
8 ED 2 3 3 
1 2 1 
0 0 BEER re Parse 
9 n’>n 2 3 3 
3 
10 n >n° 2 1 10) 


Wegen der Annahme über die Isospininvarianz hängen die Phasen nicht 


von ], ab, und aus der Tabelle und der Gleichung (4) der vorigen Aufgabe 
folgt sofort 


1. p*,p*) = fin’, n”), 

2. Jo’,p”) = fla*,n*), 

3. fip®,n”) = fin*, pP) = p”,n°) = f{n®, p°), 
4. Je”, p?) = fu’, n°). 


Die Ausdrücke für die ersten drei Amplituden wurden in der vorigen Aufgabe 
angegeben. Aus der Tabelle entnimmt man 


pP, p%) = - Up*,p*) + ip”, PA)l. 


1) Vgl. Fußnote zu $. 288. 
19 Goldman 


28 
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Wir erhielten mit Hilfe der Tabelle 
1. fo*,p') = fa’, n)=f”, 
PR PER 1 37/. i 
2.fp”,p’) = fin", n?) = : f”?+2f'], 


3. fon”) = fia*, p9) = FE", 0°) = fa’, p”) = E Fr", 


1 3 1 
4. fp, pP) = fin’, n) = „1 =]. 
9.32. Wir haben den differentiellen Streuquerschnitt 


ff mit dQ = sind dd dp 
und den totalen Streuquerschnitt 
2rn fen 
-| | fl’ sind dd do. 
0 0 


Setzen wir die in der Aufgabe 9.30. bes immten Streuamplituden ein und 
berücksichtigen die Orthonormalität der PAULI-Funktionen: 


| | DHDAR = | | VID AR = du, 


| | vi 7) a0 = | AH AR = 0, 


so erhalten wir 


2 {1 + D sin? 6/2 + Isin? 6,}, 


op”, p PI=- Ey (I+D 


x [sin? 6/2 + 2 sin? ö/% — sin? (2 - 83)] 
3/2 1/2 2% 2 (S°l/2 1/2 
+ Ilsin? 67/2 + 2 sin? 6”? — , sin (2 - 6 2)]); 


o(p’,n°) = ,) > {U + 1) sin? (6)? — 6,'?) + I sin? (6,2 — 6,3}. 
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9.33. Wir geben eine detaillierte Lösung für die Reaktion (p*,p*). Die 
Streuamplitude lautet für die S- und P-Wellen (vgl. Aufgabe 9.30.) 


/n — _ 
fo*,p*) =" {moFo + /2a,Y: + B,Y7} 
mit 
2 io. 2 210 2 2 io, 2 


&o = 6 — 1]; ı =€c =: ı > =-—- 1. 


Damit folgt der differentielle Streuquerschnitt für die S- und P-Wellen (wir 
berücksichtigen hier die explizite Form der PAULI-Funktion; vgl. Aufgabe 9.29.) 


k’ do 
el, 
TE ol &ol- 


+7 |Yool IYro| $2&00f + 561) + (&oß1 + &oßı)} 
Rs = Yıol? {Alo,l? + 1Bıl? + Aut + &tB)} 


+ = 1Yul? {ja,]? + Bil? - (&,ßi + @ißı)}- 


Mit Hilfe der Kugelfunktionen 


27 Bm des 
Yo=——= Yıo> 5 cosd, Yıı = je sin de’? 
SA Ar 87 
können wir für den differentiellen Streuquerschnitt schreiben 


BZ = A + Boosd + Coos? ® 6) 


mit den Koeffizienten 


A= 2 {lvol? + lol? + Bil? = @ußt + iB), 


B= n {2(&001 T %0% 1) + (Kofi + 0B1)}> 
ee - las]? + @ußt + arBı)}. 


19* 
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Mit Hilfe der Identitäten 
le?'* _ 1]? = 4 sin’ x, 
(e 2ix =, Gene 1) + (e”?'% -D (oe? =) 
= Alsin’x + sin’ y — sin’ (x — y)] 
können wir die Koeffizienten A, B, C durch die Streuphasen ausdrüc! 
Alp*,p*) = sin? 62 + sin (67/2 — 6%), 
B(p*,p*) = 3 sin? 6? + 2 sin? ö,/2 + sin? 672 
— 2 sin? (6? — 672) — sin? (65? — 672), 
C(p*,p*) = 3{2 sin? 6/2 + sin? 5,2 — sin? (62 — 67°). 
Nach dem angegebenen Verfahren lassen sich die Koeffizienten A, . 
für die Reaktionen (p”,p”) und (p”,n°) leicht bestimmen. Wir geben 
nur die Endergebnisse an: 


ion „ sin’; BYE +5 sin? sl _ ; sin? (ö!2 — 63) 


2: - sin? (6,2 — 6/2) — > sin’ (2 — 572) 
+ > sin’ (62 — 55%) + > sin? (6/2 — 6/2) 
4 1 6. 1 

+5 sin? (2 - ih) - sin’ (a — 81%), 


B(p”,p”) = sin? öf? + 2 sin? 6? + = sin’ 2 + sin? on 
6,2 + 2 sin? ö/2 — in (ö,? — 672) 
3 3 9 
A. 3 
= sin? (642 — 61/2) — > sin’ (ö0? — 672) 


2 2 3 1 4 1 6° : 

— ZI sin? (6/2 — 6/2 .— - sin? ög? — . 

2 sin? 3% — 612) — Fein? ( 
8 , 1 1 - 1 03 

— s sin® (ö9? — 6,3) — > sin? (d0° — 6/2) 


- > sin’ (6° — 62), 
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C(p”,p”) = 2 sin? ,/2 + 4 sin” /2 + sin? 6/2 + 2 sin? ö,/2 


2 at 819 - Lin al - 8) 


3 
_ 2 sn? (62 — 5/2) — 2 sin? (62 — 67%) 2 
3 3 
- 3 sin? (3 - 8%); 
Alp” ,n°) = 3 {sin? (87° — 84) + sin? 3 - Of 
+ sin? (672 — 67/2) — sin? (6,2 — 67°) 
— sin? (672 — 672) + sin? (672 — 6,2) 
+ sin? (6/2 — ö/2)}, 
B(p”,n°) = {-2 sin? (8° — 8%2) + 2 sin? (& — Va 
- sin? (83? — 8%) + sin? (X — Ye) @ 


. + 2 sin? (64? — 67/2) — 2 sin? (64? — 672) 
+ sin? (ö0? — 67/2) — sin? (65? — 6,2)}, 
Cp”,n°) = = {sin? (4 — 8/4) + sin’ (Bi - 3/2) 
— sin? (672 — 67/2) + sin? (6,2 — 6°) 
— sin? (6/2 — ö/2)}. 


Die gewonnenen Ergebnisse sind sehr wichtig für das Studium der Winkel- 
verteilung von rx-Mesonen, die an Protonen gestreut werden. Es ist möglich, 
die Formel (1) experimentell zu verifizieren und die Koeffizienten A, B, C für 
die Reaktionen (p',p’), (p’;,p’), (p”,n®) zu bestimmen. Wir erhalten 
dann aus den neun Gl. (2), (3) und (4) die sechs unbekannten Streuphasen 
ö?, 0°, 672, 6,2, 6,2, 6/2, die sich als miteinander verträglich erweisen. 

Die so beseinimen Streuphasen sind jedoch aus zwei Gründen nicht ein- 
deutig. Erstens sind die Vorzeichen der Streuphasen unbestimmt, weil die 
Gl. (2), (3), (4) die Sinus der Phasen und ihre Differenzen quadratisch enthalten, 
und zweitens gibt es mehrere verschiedene Sätze von Streuphasen, die den 
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experimentellen Bedingungen genügen. Unter diesen befindet sich die FERMI- 
Lösung in der besten Übereinstimmung mit dem Experiment. In ihr rührt der 
Hauptbeitrag zur Streuung von der Phasenverschiebung 6//2 her, die bei der 
Mesonenenergie Ex 195 MeV im Laborsystem durch 90° geht, während 
die Streuphasen 6,2, 6/2, 6/2 klein sind. 

Es gibt eine Reihe Zusätzlicher Kriterien, die es gestatten, die angegebenen 
Unbestimmtheiten zu eliminieren. Die Vorzeichen der Streuphasen können 
mit Hilfe von Überlegungen, die auf dem Kausalitätsprinzip beruhen, sowie 
durch Experimente bestimmt werden, besonders, wenn man die COULOMB- 
Wechselwirkung berücksichtigt. Bei der Auswahl der richtigen Lösung 
könnten Versuche mit polarisierten Rückstoßnukleonen nützlich sein, jedoch 
wurden solche Experimente bisher nicht durchgeführt. Die bei den Reak- 
tionen (p*, p*), (p”,p”), (p”, p°) zu erwartenden Polarisationen werden in 
der nächsten Aufgabe bestimmt. 


9.34. Wir werden die Reaktion (p*,p*) ausführlich untersuchen. Die 
Spinfunktionen der Protonen sind 


Ist für das Proton zu Anfang m, = +, so kann die Streuamplitude geschrieben 
werden 


Fin = I + Fapb- 1) 
Andererseits ergibt sich die Streuamplitude, wenn anfangs m, = —+ gilt, zu 
ER? = Spa % + SP; (2) 


dabei sind f,., /sg die Streuamplituden ohne Änderung der Spinrichtung und 
Jap» Sg. die Streuamplituden bei Änderung der Spinrichtung. Die Amplituden 
Ja und f,, sind durch die Gl. (5) der Aufgabe 9.30. als Koeffizienten der 


Matrizen (6) und E gegeben, wobei nur S- und P-Wellen berücksichtigt 
werden: 1 
Va{f , 
ha ;k IfoYo + 


RI EN erg me: (di — a) Yır- (4) 


5 


= [261 + Pıl Yıotı | (3) 
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Dabei sind &o, &ı, Pı die in der vorigen Aufgabe angegebenen Größen. Be- 
nutzen wir die Beziehungen für die PAULI-Funktionen für m, = !/2, so finden wir 


She Z— NE 2e = ßı) I, 
ik 3 


Spp zT 


Nehmen wir an, daß die x-Mesonen in der xz-Ebene gestreut werden, so ist 
der Polarwinkel © gleich Null, und es folgt 


Jap = — Spa: 
Die Amplitude für die Streuung an einem Proton mit s, = —!/, [siehe Gl.(2)] 
ist dann 

ji == — Fpa& + Saaß- (5) 


Da die Protonen am Anfang nicht polarisiert waren, ergibt sich aus den For- 
meln (1) und (5), daß sie auch nach der Streuung bezüglich der z-Achse nicht 
polarisiert sind. 

Wir können zeigen, daß die Protonen nach der Streuung auch in der xz- 
Ebene nicht polarisiert sind. Tatsächlich lauten die Spinfunktionen y; und ö, 
des Protons, welche den Werten !/, und —!/, der Spinkomponente in z’-Rich- 
tung entsprechen, wobei die in der xz-Ebene liegende z’-Achse mit der z-Achse 
den Winkel ® bildet, 


(vgl. Aufgabe 4.20.). 
Es gilt daher 


Filz = Sa + Fugß 
d ® dv d 
= | far 08 - — Fa, Sin - + { f. sin — + fag COS - 03, 
(7 -fn >)” (7  +fn >)’ 
I; = — fap% + Faß 


(fe sin + Sep cos5)7% + (4 cos — Sup sn) 


d. h., es gibt in keiner Richtung in der xz-Ebene eine Polarisation. 
Die Protonen werden jedoch in Richtung der y-Achse senkrecht zur Streu- 
ebene polarisiert. Um die Größe der Polarisation zu bestimmen, drücken wir 
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fı,, und f_:,, durch die Spineigenfunktionen 
& + iß x — iß 
mn Ö = = 
2 V2 
aus, die den Spinrichtungen parallel bzw. antiparallel zur y-Achse entsprechen. 
Es gilt | 


fine I; ei) 75 U + if), 


age 5 U if y + Ze Um a 
vv 


Daraus erhalten wir 


Wr fa — Wal, Wr au + Wapl”; (6) 


wobei W, und W_ die Wahrscheinlichkeiten dafür sind, nach der Streuung 
die Spinrichtungen parallel bzw. antiparallel zur y-Achse vorzufinden. Wir 
beachten, daß die Beziehungen (6) unabhängig vom Anfangswert s, des Pro- 
tons gelten. Setzen wir in (6) die Ausdrücke (3) und (4) für f,, und f,, ein, 
so erhalten wir 


W.- |&o + Bo + Pi)cos® + üßı — &,) sin dl? 
ais./2 . i 3/2 i 3/3 
e ee i)+ (20° ae “) cos d 


„3/2 3/2 2 
2iö 2iö, 
+ ;(e 1+ _ e 1 ) 


oder 


W; ns 


sin ® 


Analog finden wir für die Reaktionen (p”,p”) und (p”,n°): 


m 2iö./2 2iö,/? 
Wı(p ‚pP ) u e == 3 + 2e 
.s°/2 ‚3/2 ,s°/2 .s1/2 
2iö 2iö 216,7 2iö, 
+ (2e "7 -9+4e '? +e 7 —2e 12) 066 
/2 215 /2 218.72 218,/2 z 
+ il ED 17. 2e i*) 00], 
‚s>/2 ’ 1/ 
2iö 2iö 
SR: 0 
W;(p ‚Q ) SE (e 
25/2 2i5,/2 210,2 2i,/2 
+ \2e 2 e sd 
/2 1/2 .:9/ ‚51/2 2 
2iö 2iö 2iö,'“ 2iö,’“\ , 
= = 'T+re sin ® 
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ANHANGI 


Eine Reihe von Problemen der Quantenmechanik wird mit Hilfe der quasi- 
klassischen Näherung gelöst, die jedoch nur in einem genügend weit von dem 
durch die Bedingung 


V(x) = 


definierten Umkehrpunkt brauchbar ist. Da die quasiklassische Näherung nur 
rechts und links vom Umkehrpunkt Lösungen liefert, muß man die Lösungen 
im Umkehrpunkt aneinander anschließen, um eine Lösung im gesamten Raum 
zu erhalten. 

Besitzt die Potentialfunktion in der Nähe des Umkehrpunktes die in der 
Abb. 32 gezeigte Form, so lautet die Lösung 


I 7e\ e 
—=sin{- | pdx + — für x <a, (1) 
vp Rh); 4 


exp ei Ip] &) für x>a. (2) 
Br 2/pl 


Für die in der Abb. 33 dargestellte Potentialfunktion V(x) haben wir die 
Lösung 


Y = 


VRR) ix) 
£ £E 
| | 
| 
| | 
a 6 e) ; 
Abb. 32 Abb. 33 
le ee: 11, 1 , 
—-sin(- | pdx+- für x>a, (1) 
p R ja 4 


17 x 
| ne (-; | ie) für x <a (2') 
2/Ip ha 


(siehe z.B. LANDAU und LirscHiız, Quantenmechanik). 
Unter Benutzung dieser Ausdrücke suchen wir diejenige Lösung der ein- 
dimensionalen SCHRÖDINGER-Gleichung 
h? d’yv 
- — — + Vx)v = Ev, 
E (x)y = Ey 
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welche links vom Umkehrpunkt (siehe Abb. 32) die quasiklassische Form 


1 35 2 par 


N 
annimmt. Um diese Lösung zu erhalten, ist eine andere Lösung zu finden, die von 
den Lösungen (1) und (2) linear unabhängig ist. Wir setzen sie an in der Form 


—s(5 | pa +2) für x <a, (3) 


| | Ip) für x>a. (4) 


Zur Bestimmung von c benutzen wir die Tatsache, daß für die SCHRÖDINGER- 


Gleichung 

ww _ |Pı Pi 
v2 %2 
gilt. Mit Hilfe der Lösungen (1) und (3) erhalten wir die WRONSKI-Determinante 


ere+i) Pest [par +2 
/p z 4 h)x 4 


1 

a nn 
os (Elpar+ 2) Yin PL 
/p z 4 A 4 


(Wegen d(h/p)/dx < 1 genügt es, nach den trigonometrischen Funktionen zu 
differenzieren.) Analog finden wir im Gebiet x > a, d.h. für die Lösungen (2) 
und (4), die WROoNSsKI-Determinante 


= const 


Aus der Bedingung W(x < a) = W(x > a) erhalten wir c = 1. Wir finden die 
gesuchte Lösung als Linearkombination der Funktionen y, und %;: 


ee RB 
v= (v2 + iyı) e” 73 
oder eingesetzt 


für x <a, 


1 I f* jplaxtit 
ei je * für x>a. 
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Wir suchen nun diejenige Lösung der eindimensionalen SCHRÖDINGER- 
Gleichung 
4” "yp 
-— -—- + V(x)y = Ey, 
2u dx” x e 


welche links vom Umkehrpunkt (siehe Abb. 33) in die quasiklassische Lösung 


1 #2 [2 Iplax 


pl 


übergeht. Zur Bestimmung dieser Lösung benutzen wir die oben angeführten 


Resultate. Die gesuchte Lösung wird eine Linearkombination der Lösungen 
v, und y, sein, wobei 


1 - R pdx 


—— e& für x>a, 
p 
Y%ı = i fa . T 1 fa . T 
| N aß eg + —e 4 % Me für x<a, 
Vlpl 2/Ipl 
—— ar für x>a, 
: p 
1 fa T 1 fa ee; 
VI 2/Ipl 
Wir erhalten also 
1 fa 
= d 
E. IE an für x <a, 
_|Viri 
„al ae pax+i & Em iv pax-i = a 
ap 2Yp 


1 
ber [x Irlax 


VIpl 


Y- ’ ; 
1 IF pax-i ü [7 pax+i I a 
Is 4 + — e Ja + für x>a. 
Vp p 


für x<a, 
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ANHANG I 


Eine ganze Reihe empirischer Daten (z. B. die Streuung von rz-Mesonen an 
Protonen und Neutronen) deutet darauf hin, daß Proton und Neutron sich in- 
einander umwandeln können. Aus diesem Grund betrachten wir Proton und 
Neutron als ein Teilchen, das Nukleon, das sich im Zustand des Protons und 
des Neutrons befinden kann. Diese Zustände unterscheiden sich durch die 
Ladungsvariable: Die Ladung des Protons ist gleich 1 (in Einheiten e), 
diejenige des Neutrons gleich 0. Das Nukleon kann also, den beiden Werten 
der Ladungsvariablen entsprechend, durch eine zweikomponentige Wellen- 
funktion beschrieben werden. Wir schreiben diese Funktion in der Form 


6) 
Mit Rücksicht auf die Normierungsbedingung 


Iy,|? + Iy.l? =] 
wählen wir 


() 


Wir führen Operatoren ein, die auf diese zweikomponentigen Funktionen 
wirken: 


Ol 00 
Tı — 9 T_ >= . 
00 10 
Man verifiziert leicht die Gleichungen 


TV = 0, T_Y = Vn> 

T4 Ya = do 7-9 =0. 
Wie man sieht, ist 7, der Erzeugungsoperator der Ladung, der das Nukleon 
vom Zustand des Neutrons in den Zustand des Protons überführt, während 7_ 


der Vernichtungsoperator der Ladung ist. 
Wir führen nun neue Operatoren ein: 


DEE FREE: 
age TI 0 
1/0 —-i 
Tt,= --(TL +T_) = - : 
EL L a 


Anhang II 305 


die mit den aus der Theorie des Spins bekannten PAULI-Matrizen identisch 
sind und daher auch dieselben formalen Eigenschaften wie diese: besitzen. 
In Analogie zur Theorie des Spins nehmen wir an, daß die Operatoren r,, r,, 
t, die Komponenten des Vektors T in einem dreidimensionalen Raum sind. 

Dieser Raum wird als Isospinraum und der Vektor 7 als Isospin des 
Nukleons bezeichnet. Wir weisen darauf hin, daß der Begriff des Isospin- 
raums nur eine Bezeichnung ist und keine direkte physikalische Bedeutung 
besitzt. Der Absolutbetrag des Vektors 7 ist gleich #, und die beiden Ladungs- 
zustände des Nukleons können als Zustände mit verschiedenen Werten der 
z-Komponente des Isospins im Isospinraum aufgefaßt werden. Für tr, = 
haben wir es mit einem Proton, für , = —} mit einem Neutron zu tun. Da 
der Isospinraum und der Isospin formale Begriffe sind, besitzt nicht der 
Operator r,, sondern der Ladungsaustauschoperator 


enge 2 
2 \o 01 


physikalische Bedeutung. 

Die Mesonen rz*, r°, m” können ebenfalls als die drei den Ladungsvariablen 
1, 0, —1 entsprechenden Ladungszustände eines Teilchens aufgefaßt werden. 
Entsprechend den drei möglichen Ladungszuständen wird die Wellenfunktion 
des r-Mesons natürlich eine dreikomponentige Größe sein: 


+ 
P=19%9o 
o_ 


Mit Rücksicht auf die Normierungsbedingung setzen wir 
1 0 0 
9% =10) @=|1) 9-=|90). 
0/ ‚0 1 


Wir können auch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Ladung 
des n-Mesons einführen: 


010 000 
T,=|([001|, T_=|[100). 
000 010 


Diese Operatoren genügen den Relationen 


T,9,;,=0, T,9%=9+, Tı9. Yo; 


I 
= 


I_9: = 90 T-% = P-, T-9- 
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Wir gehen nun über zu den Operatoren 


1  fp10 
ee 101}, 
? 2\010/° 
; 021.00 
T,= —- (7, I_)\=— —1 1) 1 > 
Y2 V2\o-ı 0 
100 
Fe7.1.2TT,2l0: 0 0) 
00-1 


Das sind gerade die Operatoren der Komponenten des Isospinvektors T im 
Isospinraum. Der absolute Betrag von ist gleich 1. Die verschiedenen Ladungs- 
zustände werden Zustände mit verschiedenen Werten der z-Komponente 
des Isospins im Isospinraum sein. Wir bemerken noch, daß für das n-Meson 
der Ladungsoperator O mit dem Operator T,, identisch ist: 


O=T.. 


Wir untersuchen nun die Isospineigenschaften des Nukleon-Meson-Systems. 
Wir werden dieses System durch den Gesamtisospin 


$=-T+T 


und seine Komponente I, charakterisieren. 

Auf Grund der heute zur Verfügung stehenden experimentellen Daten 
kann man annehmen, daß die Hypothese der Isospininvarianz (Ladungs- 
unabhängigkeit) für das Meson-Nukleon-System zutrifft. Die Hypothese sagt 
aus, daß die Eigenschaften des Systems nicht von seiner Gesamtladung ab- 
hängen, wenn die COULOMB-Kräfte vernachlässigbar klein sind. Mathematisch 
kann man diesen Sachverhalt als Invarianz des HAMILTON-Operators der 
Wechselwirkung bezüglich Drehungen im dreidimensionalen Isospinraum 
ausdrücken. Daraus folgt sofort, daß der Gesamtisospin 3 und seine z-Kom- 
ponente /, Erhaltungsgrößen des Meson-Nukleon-Systems sind. 


Zur Zeit noch lieferbar: 


Max-Planck-Festschrift 1958 


Herausgegeben von B. Kockel (Leipzig), W. Macke (Dresden), A. Papapetrou (Berlin) 


Redaktion W. Frank (Wien) 


1959, X111413 Seiten, Lex. 8°, Leinen, DM 54,— 


Die moderne Physik ist ohne die bahnbrechenden Ideen, Forschungen und Lehren 
Max Plancks undenkbar. So ist es kein Zufall, daß 33 der namhaftesten Physiker der 
Gegenwart beschlossen haben, den 100. Geburtstag des genialen deutschen Gelehrten. 
durch Originalbeiträge zu ehren, die — zur „Max-Planck-Festschrift 1958“ vereint — 
einen repräsentativen Querschnitt durch die Probleme der Physik von heute bieten. 
Die Namen der Autoren und die Themen ihrer Arbeiten sprechen für sich; das würdig. 
ausgestattete Werk wird das Interesse jedes Wissenschaftlers finden, der um die Ver- 


tiefung des physikalischen Weltbildes bemüht ist. 


„Ein Jahr nach den großen Max-Planck-Feiern in Berlin und Leipzig ist die Max- 
Planck-Festschrift 1958 in einer würdigen, der Bedeutung des Jubilars entsprechenden. 
Aufmachung erschienen. Der weitgefaßte Inhalt der Festschrift ist ein Spiegelbild des. 
universellen Geistes von Max Planck. Der Gedenkband will eine ‚Dokumentation für 
die unerschöpfliche Fruchtbarkeit seiner Arbeit‘ sein, ein Ziel, das unter Beteiligung. 
von Autoren aus aller Welt erreicht ist. Einige Namen seien genannt: Bohr, de Broglie,, 
Infeld, Dirac, Blochinzew, Pauling, Zwicky, Rubinowicz, Alfven, Hönl, Falkenhagen. 
Die mannigfaltigen Beiträge sind — soweit es möglich war— eingeteilt nach klassischem, 


relativistischem und quantenphysikalischem Inhalt...‘‘ Atomkernenergie, Heft 10/59 


VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN - BERLIN WS 


" D. I BLOCHINZEW 


Grundlagen der Quantenmechanik 


Hochschulbücher für Physik, Bd. 4 


Übersetzung aus dem Russischen 
4., ergänzte Auflage 


624 Seiten, etwa 90 Abbildungen, Gr. 8°, Leinen, etwa DM 35,— 


Durch die nach der3. sowjetischen Auflage übersetzten neuen Passagen und Änderungen 
hat diese bewährte und von den Benutzern hochgeschätzte Einführung in die Quanten- 
mechanik wesentlich an Vollständigkeit und Aktualität gewonnen. Die Ergänzungen 
betreffen vor allem die Theorie der Stöße, die Anwendung der Quantenmechanik auf 
die Theorie des Atomkerns und die Theorie der Elementarteilchen und stellen den 


Anschluß an den modernsten Stand der Forschung auf diesem Gebiete her. 
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